Tragom zvezda

KVANTNA MEHANIKA

Kvantna mehanika je razvijena kao odgovor na nemogucnost klasicnih teorija mehanike i
elektromagnetizma da obezbede zadovoljavajuca objasnjenja nekih osobina elektromagnetnog zracenja i
strukture atoma. Kao rezultat se pojavila teorija ¢ijim osnovnim principima se mogla objasniti ne samo
struktura atoma, molekula i ¢vrste materije ve¢ i elementarnih Cestica unutar jezgra atoma, kao Sto su
neutron i proton. Mada postoji joS uvek mnogo karakteristika koje se ne mogu do kraja razumeti i
objasniti, danas ne postoji osnovana sumnja da osnovne ideje kvantne mehanike nisu tacne. Da bi postigla
ovakav uspeh kvantna mehanika je morala da bude razvijena na temeljima koji sadrze brojne koncepte
koji radikalno menjaju nas pogled na svet, i na sam nacin funkcionisanja univerzuma. U ovom delu knjige
¢emo se baviti osnovnim konceptima kvantne mehanike da bi u kasnijim poglavljima mogli dodi i do
naprednih principa i reSenja koje predlaze kvantna mehanika. Za kvantnu mehaniu se ¢esto misli da je jako
teska materija, ne samo u konceptualnom smislu ve¢ i u matematici koja podupire te principe. Medutim,
iako je neophodna prilicno apstraktna formulacija za pravilno razumevanje predmeta, mnoge prividne
komplikacije nestaju kada se resava poprili¢no jenostavan sistem jednacina za neku konkretnu situaciju.

PLANKOVA KONSTANTA

Klasicnom fizikom dominiraju dva fundamentalna koncepta. Prvi je koncept Cestice, diskretnog entiteta
koji ima definisanu poziciju i impuls koji pokrecée cesticu u skladu sa Njutnovim zakonima kretanja. Drugi
koncept je elektromagnetni talas, proSireni fizicki entitet prisutan u svakoj tacki prostora koji je
predstavljen elektricnim i magnetnim poljem koji se menja u skladu sa Maksvelovim jednacinama
elektromagnetizma. Klasicna slika sveta je Cista i uredna, zakoni kretanja upravljaju kretanjem
materijalnog sveta oko nas, dok elektromagnetni zakoni upravljaju svetloséu koja nas obasjava. Klasi¢na
slika se pocela raspadati 1900.godine, kada je Maks Plank objavio teoriju zraenja crnog tela, tj teoriju
termalnog zracenja u ravnoteZznom stanju za savrSseno apsorpciono telo. Plank je objasnio poznate
¢injenice zracenja crnog tela, pretpostavkom da atomi emituju i apsorbuju diskretne kvante zraenja
energije hv, gde je v frekvencija zracenja a h je fundamentalna konstanta prirode koja iznosi :

h =6.626- 10‘3415
Ovu konstantu zovemo Plankova konstanta.
FoToni

Fotoni su kvanti elektromagnetnog zracenja slicni Cesticama. Oni putuju brzinom svetlosti c, sa
momentom p i energijom E u medusobnim relacijama :

hc
; e=— (131

Sl

p:

, gde je A talasna duZina elektromagnetnog zracenja. U poredenju sa makroskopskim standardima,
moment i energija fotona su jako mali. Na primer, energija i impuls fotona sa talasnom duZinom iz vidljive
oblastisad = 663 nmsu:
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p=10"%"Js,E = 3-10Y

Cesto se energija fotona izrazava u jedinicama eV koja iznosi 1eV = 1.602 - 1071° . Fotoni iz vidljivog
dela spektra imaju energiju reda eV, dok fotoni X-zracenja imaju energije reda 10 keV. Dokazi o postojanju
fotona su se pojavili u prvih 20 godina dvadesetog veka. Ubedljiv dokaz se pojavio 1923.godine kada je
A.H.Kompton pokazao da talasna duzina X-zraka raste kada dode do rasejanja na atomskim elektronima.
Ovaj efekat poznat pod nazivom Komptonov efekat, moZe biti shvaéen pod pretpostavkom da proces
rasejanja- interakcija izmedu fotona i elektrona postuje zakon o o€uvanju energije i impulsa. Kao $to se
vidi sa slike 13.01, incidentni foton predaje impuls elektronu tako da rasejani foton ima manji impuls i
vecu talasnu duZinu. U stvari, kada je foton rasejan pod uglom 6 na elektron mase m,, povecanje talasne
duZine je dato sa:

h

mecC

AX =

(1--cosB) (13.2)

P

Slika 13.01 ' g8

Napomenimo da veli¢inu promene talasne duzine odreduje prvi ¢lan sa desne strane jednacine :

=243-10"12m

9}

me

, Sto zovemo fundamentalnom Komptonovom talasnom duzZinom elektrona. Koncept fotona obezbeduje
prirodno objasnjenje za mnoge elektromagnetne fenomene kao sto je fotoelektricni efekat. Medutim, nije
jasno kako foton moZe da pridonese talasnim osobinama elektromagnetnog zracenja. llustrovaéemo ove
teSkoce preko eksperimenta sa dva proreza koji je joS 1801.godine izvodio Tomas Jang da bi odredio
talasnu duZinu svetlosti. Sustinski eksperiment sa dva proreza mozemo prikazati kao na slici 13.02. Kada
elektromagnetni talas prolazi kroz dva proreza oni na zastoru formiraju interferencijsku sliku. Ta
interferencijska slika nastaje usled sabiranja dva talasa koji prolaze kroz proreze. Tamo gde se vrh i dolja
poklapaju dolazi do ponistenja talasa, a tamo gde se poklapaju vrh jednog sa vhom drugog talasa ili
obrnuto kada se preklapaju dolje talasa imamo na zastoru jasno vidljiv interferencijski trag.
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Pazljivim pregledom interferencijske slike utvrdujemo da je ona posledica ogromnog broja fotona koji
udaraju u ekran na zastoru kao sto se vidi sa slike 13.03.

talas swvetlosti

Slika 13.02 L] =

patern formiran sa 1000 fotona
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Kada je intezitet svetlosti nizak, interferencijska slika se formira sporo, kako jedan po jedan pristizu fotoni
i udaraju nasumicno u tacke ekrana. Ovi fotoni se ne ponasaju kao klasi¢ne Cestice sa jasno definisanom
trajaktorijom. Umesto toga izgleda da foton prolazi kroz obadva proreza dospevajuci na sluc¢ajnu poziciju
na ekranu. Na prvi pogled ovo dualno ponasanje fotona izgleda pomalo ¢udno, ali kao sto éemo se kasnije
uveriti veoma sli¢na ponasanja ispoljavaju i elektroni, protoni i atomi.

DE BROLJOVI TALASI

Mogucnost da se Cestica materija kao Sto je elektron ponasai kao Cestica i kao talas prvi put je 1923.godine
ukazao Luis de Brolj. Konkretno, on je predloZio da se Cestica materije impulsa p moZe ponasati kao talas,
talasne duZine 1 = h/p. Ovu talasnu duZinu zovemo de Broljova talasna duZina. Cesto je korisno de
Broljovu talasnu duzinu izraZavati preko energije i impulsa ¢estice mase m :

€2 —p?c? =m?c* (13.3)
Odavde sledi da je de Broljova talasna duZina Cestice sa relativistickom energijom E :

hc
1= (13.4)
V(e —mc?)(e + mc?)

Kada je ¢estica ultra-relativisticka moZemo zanemariti mc? pa je :
hc
A=— (13.5)
€

, Sto predstavlja jednacinu koja se slaze sa (13.1) kada se radi o fotonu. Kada Cestica nije relativisticka tada
vredi:

e=mc?+E, (13.6)

, gde je E, kineti¢ka energija nerelativisticke &estice , E;, = p?/2m, pa na kraju dobijamo :

h
A=——— (13.7)

Vszk

U praksi je talasna duZina Cestice materije jako mala i veoma tesko ju je izmeriti. Medutim, iz poslednje
jednacine vidimo da Cestice manje mase imaju vece talasne duZine, Sto implicira da talasne duZine laksih
Cestica materije kao $to su elektroni mogu da se detektuju. Talasna duZina nerelativistickog elektrona se
dobija zamenom mase elektronam, = 9.109 - 10731k g u jednacinu (13.7), odakle dobijamo da je talasna
duzina elektrona :

1.5
A= |—nm (13.8)
Ey

Iz ove jednacine se odmah vidi da elektron energije 1.5 eV ima talasnu duZinu od 1.0 nm, do elektron
energije 15 keV ima talasnu duZinu od 0.01 nm.
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Posto su ove talasne duzZine poredive sa udaljenostima izmedu atoma u kristalima materije, elektroni sa
energijama eV do keV, su difraktovani kristalnom resetkom. Prvi eksperimenti koji su pokazali ovo su bili
eksperimenti C.J. Davisona i L.H.Germera i G.P. Tompsona iz 1927.godine. Davisonov eksperiment je
ukljucivao elektrone energije oko 54 eV i talasne duzine 0.17 nm koji su bili difraktovani regularnim nizom
atoma sa povrsine nikla. U Tompsonovom eksperimentu elektroni sa energijom od oko 40 keV i talasnom
duZinom 0.006 nm su prolazili kroz polikristali i difraktovani preko nasumicno orjentisanih mikrokristala.
Ovi eksperimenti su nesumnjivo pokazali da elektroni imaju talasna svojstva odredena de Broljovom
talasnom duZinom. Posle 1927.godine, mnogi eksperimenti su potvrdili da protoni, neutroni, atomi i
moekuli imaju talasna svojstva. Medutim, konceptualne implikacije su najbolje analizirane reko
eksperimenta sa dva proreza. Fotoni koji prolaze kroz ova dva proreza na ekranu zaslona prikazuju sliku
koja se dobija interferencijom talasa. Slicho ponasSanje pokazuju i elementarne cestice u istom
eksperimentu. lzvedeni su brojni eksperimenti na ovu temu i uvek je dobijan identi¢an rezultat -
interferencijska slika na ekranu zaslona. Eksperimenti su izvodeni sa raznim materijalima koji mogu da
emituju Cestice u pravilnim vremenskim razmacima i uvek je izgledalo da svaka pojedinacna Cestica prolazi
kroz obadva proreza. Ovakvo ponasanje Cestica je sasvim u suprotnosti s bilo kakvom logikom koju nas
mozak moZe da prihvati. Svaka interferencijska slika je rezultovala sa tamnim Sarama na ekranu na
medusobnim rastojanjima AD/d, gde je d razmak izmedu proreza a D udaljenost ekrana od proreza, a A
de Broljova talasna duzina. Medutim i dalje se u fizici koristi re¢ Cestica za ove neshvatljive mikroskopske
entitete. MoZemo Ziveti sa ovim ali ¢esto ¢emo da koristimo i termin kvantna Cestica da naglasimo dvojako
ponasanje tih objekata.

ATOMI

Dobro je poznato da atomi ekzistiraju u stanju diskretne ili kvantne raspodele energije. Na slici 13.04 su
prikazani energetski nivoi atoma vodonika koji se sastoji od jednog elektrona i jednog protona. Kasnije
¢emo pokazati da vezana stanja elektrona i protona imaju kvantne nivoe date sa :

13.6
En = —? eV (139)

, gde je n ceo broj, koga zovemo glavni kvantni broj. Osnovno stanje atoma vodonika ima n=1, prvo
pobudeno stanje n=2 itd. Kada je eksitaciona energija veéa od 13.6 eV, elektron nije viSe vezan za proton,
atom je jonizovan pa njegova energija u principu moZe da uzme bilo koju vrednost od nula do beskonacno.
Postojanje kvantnih energetskih nivoa atoma je demonstrirano kroz posmatranja elektromagnetnog
spektra sa ostrim spektralnim linijama, koje nastaju kada atom pravi prelaz izmedu dva kvantna
energetska nivoa. Na primer tranzicija stanja vodonikovog atoma sa n; na ny dovodi do spektralne linije
talasne duzine A date sa :

hc
<= |En,— En,|  (13.10)

Neke od spektralnih linija vodonika vidimo na slici 13.05. Kvantni energetski nivoi atoma mogu biti
otkriveni i u procesu rasejanja. Na primer, kada elektron prolazi kroz Zivinu paru, ima visoku verovatnocu

gubitka energije, ako njegova energija prevazilazi 4.2 eV, sto je razlika izmedu kvantnih nivoa osnovnog i
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prvog pobudenog stanja atoma Zive. Stavide, kada se ovo desi pobudeni atom Zive posle toga emituje

foton energije € = 4.2 eV i talasne duZine : A = hc/e = 254 nm.

Slika 13.04

s 13.6
E] A eV

Kvantni energetski nivoi nisu najcudnije svojstvo
atoma. Atomi su iznenadujuée otporni, u vecini
situacija ostaju nepromenjeni kada se sudaraju
sa susednim atomima, ali ¢ak i kada su pobudeni
ovim sudarima veoma brzo se vracaju u izvorno,
prvobitno stanje. Pore toga atomi istog
hemijskog elementa su identicni. Na neki nacin
atomski broj Z, koji predstavlja broj elektrona u
atomu, podesSava specifican identitet koji je
zajednicki za sve atome sa ovim brojem
elektrona. Na kraju postoji Sirok opseg razli¢itih
hemijskih osobina, ali zacudo mala varijacija
veli¢ine. Na primer atom Zive sa 80 elektrona je
samo tri puta vecéi od atoma vodonika koji ima
samo jedan elektron. Ove izuzetne osobine
atoma pokazuju da atom nije mini solarni sistem
u kome elektroni slede jasno definisane putanje
oko jezgra atoma. Takav atom bi bio nestabilan,
jer orbitrirajuci elektroni bi emitovali energiju i
padali na jezgro. Cak i bez zra€enja energije atom
bi se zbog sudara sa drugim atomima menjao, tj
menijale bi mu se putanje takvih ellektrona.

400 nm 600 nm

Dakle, klasi¢na slike na moze da objasni stabilnost atoma, zasto atomi istih hemijskih elemenata imaju

uvek isti broj elektrona i zasto atomi imaju tako male varijacije veliine.
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U stvari, atomi se mogu razumeti jedino ako se fokusiramo na talasne osobine elektrona u atomu. U
izvesnom smislu atomi se ponasaju kao muzicki instrumenti. Kada struna violine vibrira nekom
odredenom frekvencijom ona formira stojedi talas, obrazac specificnog oblika. Kada su elektroni koji se
ponasaju kao talasi, sa odredenom energijom, ograni¢eni unutar atoma i oni formiraju odgovarajuci
talasni obrazac. Atom je elastican, pa kada je izolovan, on zauzima oblik elektronskog talasa najnize
energije, a kada je u ovom stanju postoji tendencija elektrona da zrace energiju i da padaju na jezgro.
Medutim, atomi mogu biti i pobudeni i tada elektroni zauzimaju talasne oblike koji odgovaraju veéim
energijama. Jedna od najcudnijih karakteristika elektrona u atomu je to Sto se ne mozZe jednoznacno
odrediti koji elektron je koji. Rezultat ovoga je da elektroni mogu da zauzmu samo neke talasne oblike i to
one koji su u saglasnosti sa principom koji zovemo Paulijev princip iskljucivosti. Ovi obrasci, za atome sa
atomskim brojem Z, jedinstveno odreduju hemijske osobine svih atoma sa tim atomskim brojem. Sve ove
ideje ¢emo kasnije detaljnije razmatrati ali ovde je dobro odgovoriti na ta osnovna pitanja a jedno od njih
jeito o velicini atoma. Posto de Broljova talasna duZina elektrona zavisi po veli¢ini od Plankove konstante
i mase elektrona, tako i veli¢ina atoma u kome se elektroni ponasaj kao talasi zavisi od ovih parametara.
Takode o¢ekujemo da zavisi i od sile koja vezuje elektron za jezgro koja je proporcionalna sa e? /4me,, gde
je e naelektrisanje elektrona. Dakle, kada se radi o veli¢ini atoma, o¢ekujemo da bude funkcija e?/4me,,
m, i hili h (h/2m). U stvari prirodna jedinica za veli¢inu atoma je Borov radijus definisan sa :

4mey] h?
ap = [ eZ"]—: 0.529-10"°m (13.11)

m€
Imajuci u vidu prirodne jedinice, moZzemo i vezujuéu energiju atoma izraziti na isti nacin :

2
=13.6eV (13.12)

R= 8mepag
Ova energija se zove Rajdbergova energija. Podestimo se da je i kvantni broj vodonikovog atoma povezan
sa ovom energijom preko relacije : Ex/n?. Borov radijus je uveo Nils Bor 1913.godine u radu koji je
predstavljao veoma uspesan model atoma. lako je Borov model bio kombinacija zastarele klasicne fizike i
ad-hok postulata ipak je centralna teza i dalje upotrebljiva. A ta teza kaze da Plankova konstanta igra
kljuénu ulogu u mehanici elektrona. Deset godina nakon ovog rada je shvatio da Plankova konstanta ima
ulogu u atomima jer povezuje Cesti¢na i talasna svojstva elektrona u atomu.

MERENJA

U klasi¢noj fizici ¢in merenja ne bi trebalo da ima uticaja na objekat jer se on moze napraviti proizvoljno
malim. Shodno tome, svojstva klasicnog objekta mogu biti odredena precizno bez pozivanja na sam ¢in
merenja. Medutim, ovaj princip ne vaZi u kvantnoj fizici. Ovde merenja igraju aktivnu i mozda i presudnu
ulogu. Zbog toga, kvantne Cestice se najbolje opisuju u kontekstu mogucéih ishoda merenja. Ovde ¢emo
ilustrovati ulogu merenja uvodeéi Hajzenbergov princip neodredenosti kako se njegovim koriséenjem
moZe obezbediti okvir za opis Cesti¢nih i talasnih osobina kvantnih Cestica.
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PRINCIP NEODREDENOSTI

Najbolje je princip neodredenosti uvesti kroz originalnu ideju, kroz ¢uveni misaoni eksperiment Varnera
Hajzenberga o merenju poloZaja Cestice pomocu mikroskopa. Razmotrimo Sta se deSava sa ¢esticom koja
je iluminirana i resejana u pravcu sociva mikroskopa (Slika 13.06).

soCivo mikroskopa
C J

rasejano
b Zracenje

incidentno zracenje

'

=
-

testica

Slika 13.06.- Merenje poloZaja ¢estice pomocu mikroskopa

Obzirom na talasnu prirodu svetlosti, mikroskop ima konacnu prostornu razlu¢nu mo¢. Ovo znacdi da
pozicija posmatrane Cestice ima neodredenost koju aproksimativho mozemo napisati u obliku :

2
Ax ~ ——  (13.13)
Sina

, gde je A talasna duZina incidentne svetlosti, a 2a je ugao koji zaklapa so¢ivo mikroskopa sa cesticom.
Primetimo da rezolucija moZe biti poboljsana smanjenjem talasne duZine incidentnog zracenja, talasi
vidljivog spektra su bolji od mikrotalasa a X-talasi su bolji od vidljivih. Medutim, obzirom na cesti¢ne
osobine svetlosti, posmatranje ukljucuje bezbrojne sudare foton-Cestica, sa rasejanim fotonima koji stizu
do sociva mikroskopa. Da bi stigao do sociva rasejani foton mora imati boc¢ni impuls izmedu :

h . h
——=SIna 1 —Sina

A A

Bocni impuls rasejanih fotona je neizvestan do stepena :

h
Ap = zsina (13.14)
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Bocni impuls cestice ima sliénu neizvesnost zbog principa oCuvanja impulsa kod rasejanja fotona.
Primetimo da moZzemo smanjiti neodredenost impulsa Cestice povecdavajuci talasnu duzinu incidentnog
zracenja, ali bi ovo rezultovalo smanjenjem rezolucije mikroskopa ¢ime bi povecali neodredenost poloZaja
Cestice. Zaista, kombinujuéi jednacine (13.13) i (13.14) dobijamo da se neodredenost poloZaja i impulsa
Cestice aproksimativno moze napisati u obliku :

AxAp =~ h (13.15)

Ovaj rezultat zovemo Hajzenbergov princip neodredenosti. On potvrduje da veca preciznost u merenju
pozicije ide na racun vece nepreciznosti u merenju impulsa i obrnuto. Precizna definicija principa je da
fundamentalne neizvesnosti u istovremenosti znanja pozicije i impulsa postuju nejednakost :

h
Axdpz-  (13.16)

Hajzenbergov princip kaze da precizno odredivanje poloZaja Ax = 0, znaci potpunu neodredenost
impulsa. U stvari, misaonim eksperimentom sa mikroskopom, kada uzmemo u obzir i Komptonov efekat,
pokazujemo da je precizno odredivanje pozicije nemoguce. Prema Komptonovom efektu, talasna duzina
rasejanog fotona se povecava sa :

h
Al =—(1—-cos8) (13.18)
mc

, gde je m masa posmatrane Cestice, a 8 je ugao rasejanja koji zauzima foton u odnosu na socivo
mikroskopa. To podrazumeva da ¢ak i ako osvetlimo Cesticu sa zracima talasne duZine nula, da bi dobili
najbolju mogucu rezoluciju mikroskopa, zracenje koje dolazi na so¢ivo mikroskopa ima talasnu duZinu reda
h/mc. Odavde sledi da najbolja rezolucija data jedna¢inom (13.13) je :

A h
Ax v —— = (13.19)
SiInada mcSsina

, $to znadi da minimum neodredenosti poloZaja posmatrane Cestice je proporcionalan sa h/mc. Ovaj
misaoni eksperiment sa mikroskopom je dobr ailustracija uloge Plankove konstante u merenjima.
Minimum neodredenosti u poloZaju i impulsu posmatrane Cestice je dat relacijom AxAp = h, a minimum
neodredenosti poloZaja nije nula ali je reda h/mc. Medutim, moramo da budemo svesni da Hajzenbergov
eksperiment sa mikroskopom moZe nas dovesti u zabludu. Ne treba ni u jednom momentu pomisliti da
Cestica stvarno moZe imati definitivnu poziciju i impuls i pripisati nemogucnost njihovog odredivanja
nedovoljno dobrim merenjima. Drugim recima, ne postoji ni jedan dokaz da Cestica ima definitivhu
poziciju ili impuls. Ovaj koncept je posledica neopservabilne idealizacije i postulata klasi¢ne fizike. Dakle,
Hajzenbergov princip neodredenosti nam govori koliko daleko moZzemo i¢i u koriséenju klasi¢nih
koncepata Cestice, a da ne dodemo u sukob sa realnoscu.

MERENJA | CESTICNO-TALASNA DUALNOST

U praksi, Cesti¢na svojstva kvantne cestice se odreduju njenom detekcijom dok se talasna svojstva
ocitavaju iz nasumicne prirode posmatranih Cestica. Na primer u eksperimentu sa dva proreza, Cestic¢nu
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prirodu utvrdujemo kada vidimo tacku na ekranu zastora, dok talasnu prirodu vidimo kao iznenadujucu
sveukupnu sliku koju vidimo na ekranu, zbog koje nam se namece zakljucak da cestica nekako prolazi kroz
obadva proreza. Medutim izvedena svojstva kvantne Cestice zavise od merenja koja mogu biti izvedena u
ovom eksperimentu. Da bi ilustrovali subjektivne karakteristike kvantnih cestica, posluziéemo se
modifikovanim eksperimentom sa dva proreza, u kome ¢emo ekranu na zastoru ili fiksirati poziciju ili mu
dozvoliti da se kreée kao na slici 13.07.

F

=+— senzorvertikalnog
] momenta

snop kvantnih €estica

P
-

i
='W

¥

pin koji drZiili
@ | = oslobada ekran

Slika 13.07. Modifikovani eksperiment sa dva proreza

Kada ubacimo pin u poloZaj da fiksira ekran, na ekranu ¢emo zabeleZiti precizne lokacije udara ¢estica kao
i Sare Cija udaljenost zavisi od AD/d. Kada pin prebacimo u drugi polozaj pa se ekran pocne kretati, tj
postane mobilni detekcioni sistem, on postaje osetljiv na impuls p = h/A kojim Cestice pogadaju ekran.
Ekran se pokrene kada Cestica stigne do njega i moZemo veoma precizno izmeriti koliki je taj trzaj mereci
vertikalni impuls Cestice otkrivene na ekranu, a time moZemo i posredno odrediti kroz koji prorez je dosla
ova Cestica. Na primer u blizini centra ekrana, Cestica iz gornjeg proreza ima impuls nanize pd/2D, a
Cestica iz donjeg proreza ima isti taj impuls ali navise. Generalno, razlika vertikalnih impulsa Cestica iz dva
proreza je aproksimativno : Ap =~ pd/D. Dakle impuls pokretnog ekrana se meri sa ta¢noséu

pd

Ap = — (13.20)

D
, pomocu koje moZzemo odrediti odakle potice Cestica. Kada je to slucaj, prolazak kvantne Cestice kroz
obadva proreza nije mogucd i ne bi trebalo da na ekranu nastane dobro poznata interferencijska slika. Ova
konstatacija moze da se razmotri u svetlu neodredenosti koja je uklju¢ena u sam proces merenja.
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Ekran je regulisan Hajzenbergovim principom neodredenosti i precizno merenje njegovog impulsa je
moguée samo na racun nepreciznosti merenja njegovog poloZaja. Ako je neodredenost vertikalnog
impulsa ekrana Ap = pd/D, takva da mozemo da identifikujemo prorez kroz koji prolaze ¢estice, onda
minimalna neodredenost u poloZaju ekrana je :

h  hD

Ova neodredenost poloZaja moze biti izrazena i preko talasne duZzine Cestice. Koriste¢i p = h/A, dobijamo

AD
Axm—  (1322)

Treba primetiti da bi ova neodredenost u vertikalnom poloZaju ekrana sprala interferencijsku sliku Cije su
v . AD . v . . . .,
Sare razdvojene za R Dakle, oslobadanjem ekrana da se moZe pomerati vertikalno izgubi¢emo

interferencijsku sliku a samim tim i zakljucke koji govore o talasnoj prirodi Cestica. Ovaj eksperiment
ilustruje kako koncept merenja i princip neodredenosti mogu biti iskoriséeni za obezbedivanje logicki
konzistentnog opisa talasne prirode kvantnih Cestica. Dodatno, eksperiment pokazuje da ako uspemo da
odredimo putanju Cestice, onda gubimo talasna svojstva i interferencijsku sliku. U stvari, bolje receno
talasna svojstva kvantne Cestice su uvek sakrivena. Za razliku od klasi¢nog elektromagnetnog talasa, talas
koji opisuje kvantnu Cesticu ne moZe biti direktno posmatran. MozZda bi bilo dobro i da se spomene jos
jedna varijacija ovog eksperimenta koju je izveo Viler 1978 godine. U ovoj varijaciji zamislimo da odluku
da li ¢emo da oslobodimo ili ostavimo fiksiranim ekran odloZimo do trenutka kada cestica prode proreze.
Alternativno, zamislimo da neposredno pre udara Cestice u ekran oslobadamo ekran da bi se moglo
odrediti iz kog proreza je stigla Cestica. U ovom slucaju izgleda da smo prevarili ¢esticu i da ¢e morati da
formira interferencijsku sliku a da ipak odredimo odakle je dosla. Medutim, ipak nismo dorasli prirodi !
Nekako, Cestica ipak sazna za nas pokusaj prevare i uredno napravi sliku kakva bi bila i da je ekran u startu
bio pokretan. Dakle nema interferencijske slike. Ovo je veoma ¢udna pojava jer hteli ne hteli moramo
pomisliti da postoji neka cudna povezanost u obrnutom smeru od onoga na koji smo navikli. Najlogicnija
pomisao je da ono Sto se deSava u sadasnjosti ili Sto se deSavalo u proslosti utice i na neki nacin odreduje
buduénost. Medutim ovde izgleda kao da buduénost utice na proslost, tj kao da nas odloZeni izbor koji je
definitivno buduénost za Cesticu koja tek krece iz izvora ipak nekako postaje pozata Cestici koja onda zna
kako da se ponasa. Da li da prode kroz obadva proreza ili samo kroz jedan. Znam da izgleda ludo ali ovaj
eksperiment je toliko mocan da ne ostavlja mnogo drugih moguénosti. Pre nego $to odbacimo ovo kao
nesto Sto je nemoguce, dobro bi se bilo pristetiti da ovde nemamo posla sa istorijom klasi¢ne Cestice vec
da je ovo istorija kvantne ¢estice. Cestice o kojima je ovde re¢ nisu klasi¢ne ¢estice koje prolaze kroz jedan
ili drugi prorez niti samo talasi koji prolaze kroz obadva proreza. Ovaj eksperiment je utvdio da se kvantne
Cestice ponasaju dvojako ali u zavisnosti od postavke eksperimenta moZe se utvrditi samo jedan od dva
nacina ponasanja.
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MERENJA | NELOKALNOST

Najvaznija implikacija ove diskusije o merenjima je ta da merenjima u kvanntoj mehanici saznajemo samo
ono Sto znamo o svetu. Na primer posSto ne moZemo da precizno znamo poloZaj i impuls Cestice, ne
mozZemo ni precizno opisati ni svet u kome elektron ima i jedno i drugo svojstvo. U standardnoj
interpretaciji kvantne mehanike precizna pozicija ili impuls Cestice se mogu izmeriti ali se ne pokusava
objasniti kako do ovoga dolazi. Ove osobine koje se manifestuju samo merenjima ne mogu se ograniciti
samo na poloZzaj i impuls. Ovo vaZi i za druge osobine kvantnih cestica koje se posmatraju.
Najneverovatnija osobina kvantnih Cestica je to da merenja nad jednom cesticom na jednoj lokaciji
izazivaju identi¢na ponasanja druge isprepletene Cestice na drugoj lokaciji. Drugim rec¢ima, merenja mogu
imati nelokalni uticaj na nase znanje o svetu. Nelokalnost kvantnomehanickih merenja mozemo najbolje
ilustrovati ako uzmemo u obzir posebnu situaciju emisije dva fotona jednog pobudenog atoma. Ovi fotoni
se mogu usmeriti u suprotnim smerovima sa istom polarizacijom u smislu toga da su im spinovi (cirkularne
polarizacije) usmereni na isti nacin. Primeceno je prilikom merenja da ako se utvrdi da foton koji je otiSao
levo i ima levi spin, da foton koji je otiSao desno ¢e imati isti takav spin. Kao da merenje spina fotona na
jednoj strani uti¢e na foton na drugoj strani da zauzme isti spin. Ovakvo ponasanje ne bi bilo upadljivo da
leva i desna polarizacija predstavljaju dve alternative koje nastaju prilikom generisanja fotona. Medutim
to nije slucaj. U trenutku generisanja ovi fotoni su prepleteni i mogu imati i jedan i drugi spin, ali meranje
ih prisiljava da zauzmu jedan definitivan spin i to uvek na nacin da taj spin bude isti, bez obzira na kojoj
udaljenosti se nalaze. Tesko je utvrditi razloge za ovakvo ponasanje fotona ali postoje kvantnomehanicka
objasnjenje :

- Inicijalni status Cestica moZe biti neka vrsta superpozicije levog i desnog spina sli¢no kao sto su to
istovremena Cesticna i talasna svojstva, pa tek merenjima Cestica zauzima definitivno stanje
- Merenje ne remeti samo ono $to se meri, vec i dovodi u pitanje i Sta se konkretno meri

lako je u ovo veoma tesko poverovati ipak ono Cini deo jedne konzistentne teorije koja je potvrdena
eksperimentima.

SREDINGEROVA JEDNACINA

Prvi korak u razvoju logicki konzistentne nerelativisticke teorije kvantne mehanike je da se razvije talasna
jednacina koja moZe da opisSe prikriven talasni oblik kvantne cestice. Nju je prvi uspeo da razvije Ervin
Sredinger. Uloga Sredingerove jednacine u kvantnoj mehanici je analogna ulozi Njutnovih zakona u
klasi¢noj mehanici. Pre nego se posvetimo Sredingerovoj jednacini, bilo bi korisno se podsetiti
matematickih alata koji opisuju talasno kretanje.

Najelegantniji talas je sinusoidalni putujuéi talas sa kona¢nom talasnom duZinom A i periodom T ili
ekvivalentnim talasnim brojem k = 2w/ i ugaonom frekvencijom w = 27 /1. Takav talas se moZe opisati
matemati¢kom funkcijom :

Y(x,t) = Acos(kx — wt) (13.23)

12
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, gde je A konstanta. Za svaku tacku x, funkcija W(x, t) osciluje sa amplitudom A i periodom 27 /w. Za
svako vreme t, funkcija se talasa sa amplitudom A i talasnom duzinom 21 /k. Stavige, ovi talasi se krecu
poput Meksickog talasa, tj x se povedava sa brzinom. Na primer maksimum funkcije W(x, t) odgovara
uslovu kx — wt = 0, $to se desSava na poziciji x = 1/2 + wt/k, i u obadva slu¢aja se poloZaj menja
brzinom w/k. Funkcija sin(kx — wt) je sli¢na sa cos(kx — wt) i takode predstavlja sinusoidalni talas sa
talasnim brojem k i ugaonom frekvencijom w. Posto vredi :

sin(kx — wt) = cos(kx — wt — w/2)

, talasanje i oscilacije su u raskoraku. Za ove talase kazemo da su fazno razmaknuti za /2. Najopstiji
sinusoidalni putujudi talas, talasnog broja k i frekvencije w je :

Y(x,t) = Acos(kx — wt) + Bsin(kx — wt) (13.24)

, gde su A i B proizvoljne konstante. Veoma ¢esto u klasi¢noj fizici i redovno u kvantnoj mehanici se ovi
talasi predstavljaju u eksponencijalnom obliku :

Y(x, t) = Aelkx-0t) (13 25)

Predstavljanje talasne jednacine u eksponencijalnom obliku je samo matematicka pogodnost. Na primer,
pritisak zvu€nog talasa se moze opisati realnom funkcijom Acos(kx — wt) ali ova funkcija moze biti

predstavljena i kao relani deo kompleksne funkcije Aellkx-wt) posto je :
elkx—wt) — cos(kx — wt) + i sin(kx — wt)

Medutim, upotreba kompleksnih funkcija u kvantnoj mehanici je nuzna Sto ¢emo videti jer imaginarni deo
obezbeduje recimo prirodni opis de Broljovog talasa. Dva sinusoidalna talasa koji se kre¢u u suprotnim
pravcima mogu da formiraju stojeci talas. Na primer, linearna kombinacija :

Acos(kx — wt) + Acos(kx + wt)

, dovodi do talasa 24 cos kx cos wt. Ovaj talas oscilira sa periodom 27 /w i sa talasnom duZinom 21 /k,
ali se ove oscilacije i talasanja ne propagiraju, to nije Meksicki talas koji samo stoji i talasa. Dodatno, mnogi
sinusoidalni talasi se mogu kombinovati i stvarati grupni talas. Na primer, matematicka forma grupnog
talasa formiranog od sinusoidalnih talasa konstantne amplitude A i talasnih brojeva iz opsega k —
Akik + Ak je:

k+Ak
Y(x,t) = J Acos(k'x —w't)dk’ (13.26)
k—Ak

Ako je k pozitivno, ovaj grupni talas ¢e putovati u pravcu x ose i obratno ako je k negativno putovade u
suprotnom smeru. Inicijalni oblik grupnog talasa, tj oblik za t=0, moZe se dobiti reSavanjem integrala :

k+Ak
WC%0)=.f Acosk'xdk' (13.27)
k—Ak
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Odavde se dobija :

sin Akx
Akx

Y(x,0) = S(x)coskx , S(x) = 2AAk (13.28)

Ako je Ak Kk imaéemo brzo promenjivi sinusoidal, coskx, sa amplitudom modulisanom
sporopromenjivom funkcijom S(x), koja ima maksimum za x=0, i minimum za celobrojni umnoZak od
/Ak. Neto rezultat je grupni talas sa efektivnom duzinom od oko 2m/k. Primeri grupnog talasa za
razli¢ito Ak su prikazani na slici 13.08 . Napomenimo da grupni talasi, povecavaju duZinu kako se opseg
talasnih brojeva smanjuje i da bi postali monohromatski talasi beskona¢ne duzine mora da bude Ak — 0.
Slicno ponasanje je zastupljeno i kod drugih tipova grupnih talasa. Brzina prostiranja grupnih talasa, kao i
mogucéa promena oblika koji se propagira zavisi od odnosa ugaone frekvencije i talasnog broja. Ova
relacija, tj funkcija w(k) se naziva disperziona relacija zato $to odreduje kada je funkcija disperzivna a
kada nije.

DISPERZIVNI | NEDISPERZIVNI TALASI

Najpoznatiji primer nedisperzionog talasa je eketromagnetni talas u vakuumu. Nedisperzivni talasi imaju
disperzivnu realciju o obliku w = ck, gde je c konstanta, tako da je brzina sinusoidalnog talasa, w/k = c,
je nezavisna od talasnog broja k. Grupni talas formiran od linearne superpozicije takvih sinusoidalnih
talasa putuje bez promene oblika zato Sto svaka sinusoidalna komponenta ima istu brzinu. Nedisperzivni
talasi se opisuju parcijalnom diferencijalnom jednacinom koju zovemo klasi¢na talasna jednacina. Za
talase koji se prostiru kroz tri dimenzije ona ima oblik :

VY Lo*w 0 (13.29)
cz otz '
g 0% 9% | 02 . , . i i )
, gde je V*= Py + 57 + 5,2 Paza talase koji se kre¢u u pravcu samo jedne ose, recimo x ose imamo :
9’y 109%¥

Klasicna talasna jednacina ima beskonacan broj resenja koja odgovaraju beskonacnim varijacijama
talasnih formi. Na primer, sinusoidalni talasi :

Acos(kx —wt) ,  Asin(kx — wt), Aellx—©b)

, su redenja pod uslovom w? = c?k?, §to se moze videti direktnom zamenom u (13.30). Situacija za k =
+ w/c odgovara talasu koji se kreée u pravcu x ose dok za k = — w/c imamo talas koji se krec¢e u smeru
suprotnom od smera x ose. Posto je svaki ¢lan u klasi¢noj jednacini talasa linearan, linearna superpozicija
talasa je takode jedno od resenja.
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(A)

(B)

(C)

Slika 13.08. Inicijalni oblici grupe talasa. Slika pokazuje povecanje duZine talasa sa smanjenjem Ak.

Medutim vecina talasa na koje nailazimo u klasi¢noj i kvantnoj fizici su disperzivni talasi. Disperzivni talasi
se opisuju parcijalnom diferencijalnom jednacinom koja je mnogo komplikovanija od (13.29). Disperzivna
relacija je komplikovanija od w = ck, tako da brzina prostiranja sinusoidalnog talasa w/k, vise zavisi od
talasnog broja k. Otuda sledi da c¢e grupni disperzivni talas menjati oblik prilikom propagacije. Medutim,
ako je grupni talas sastavljen od talasa koji imaju uzak opseg talasnih brojeva oni imaju dobro definisanu
brzinu Sirenja. Ova brzina se naziva grupna brzina i definisana je sa :
dw
Vgr = T (13.31)

, dok se brzina jednostavnog sinusoidalnog talasa w/k naziva fazna brzina. Da bismo razumeli jednacinu
(13.31) napomenimo da grupna brzina opisuje kretanje lokalnog poremecdaja zbog konstruktivne
interferencije mnogih sinusoidalnih talasa. Fokusirajmo se na tacku konstruktivne interferencije dva
sinusoidalna talasa talasnih brojeva k; i k, i ugaonih frekvencija w; i w, koji se formiraju kada su talasi u
fazi :
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klx - (Ult = kzx - (L)2t

Preuredivanjem ove jednacine dobijamo tacku konstruktivne interferencije :

- (wl — wz)t (13.32)
x = P— :

Tako je nasa tacka konstruktivne interferencije nalazi na x=0i t=0, i krece se brzinom (w; — w,)/k; — k-
ili prema (13.31) ako je |k; — k| dovoljno malo. Naravno sa dva sinusoidalna talasa postoji konacan broj
tacaka konstruktivne interferencije, ali mnogo sinusoidalnih talasa mogu formirati lokalni region
konstruktivne interferencije koji se krece brzinom vg,.. Da bi ilustrovali kako se moZe izracunati grupna
brzina, razmotrimo primer vodenih talasa sa veoma dugim talasnim duZinama, koje postuju disperzionu
relaciju :

w=gk (13.33)

, gd je g gravitaciono ubrzanje. Brzina sinusoidalnog vodenog talasa ili takozvana fazna brzina je :

w (g
vph=z=\/% (13.34)

, a brzina grupnih vodenih talasa sa sa uskim opsegom talasnih brojeva k je :

dw 1 [g
UgT:EZE E (1335)

Dakle za vodeni talas grupna brzina je jednaka tacno polovini fazne brzine. S druge strane sinusoidalni
talasi koji formiraju grupni putuju dvostrukom brzinom regiona maksimalnog poremecaja formiranog
usled mesanja ovih talasa. Medutim, oblik poremecaja ¢e se menjati kroz prostiranje talasa.

TALASNA JEDNACINA CESTICA

U klasi¢noj fizici, fundamentalni zakoni fizike se koriste da se izvedu talasne jednacine koje opisuju talasnu
prirodu fenomena. Na primer Maksvelove jednacine elektromagnetizma se korsite da se izvede klasi¢na
talasna jednacina koja opisuje elektromagnetne talase u vakuumu. Nasuprot tome vide¢emo da talasne
jednacine koje opisuju Cesticu se ne mogu izvesti iz osnovnih fizickih principa. U kvantnoj mehanici
moZemo samo da pogadamo oblik talasne jednacine i da je onda kroz eksperimente potvrduju. Ovde ¢emo
da pokusamo da izgradimo mogudéu talasnu jednacinu slobodnog kretanja nerelativistickih Cestica
razmatranjem svojstava de Broljovog talasa koji opisuju Cesticu. Prema jednacini (13.1) cestica sa
impulsom p ima de Broljovu talasnu duZinu datu sa A = h/p. Ovo implicira da de Broljov talas sa talasnim
brojem k = 21/ A opisuje Eesticu sa impulsom :

p=hk (13.36)

Mi ¢emo da proSirimo ovu ideju sa de Broljovom grupom talasa, koji imaju opseg talasnih brojeva izmedu
k — Ak i k + Ak koji opisuju Cestice sa neodredenim impulsom :
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Ap ~ hdk  (13.37)

Takode ¢emo pretpostaviti da je duZina ove grupe talasa mera od Ax - neodredenosti poloZaja Cestice.
Koristedi jednacinu (13.28) i sliku 13.08 kao vodi¢, moZemo pisati :

ax~ 2T (1338)
X~Ak .

MnoZenjem dobijamo :
AxAp = h

, Sto se slaZze sa Hajzenbergovim principom neodredenosti. Dakle de Broljova grupnog talasa moze
pridoneti neodredenosti u poziciji i impulsu kvantne cestice. Medutim, moramo da primetimo da de
Broljov talas mora biti transformisan merenjima. Ako se napravi precizno merenje poloZaja talasa,
novoformirani talas koji opisuje Cesticu mora biti veoma kratak, superpozicija sinusoidalnih talasa sa
veoma Sirokim spektrom talasnih duZina. Slicno tome ako se napravi precizno merenje impulsa, novi talas
mora biti veoma dugacak sa jasno definisanim talasnim duzinama. Ovo znaci da je grupni talas krhak
entitet koga transformisu merenja. Niko ne zna kako se to desava. Sada pretpostavimo da grupni talas
predstavljaju kvantne Cestice. Konkretno zahtevamo da grupna brzina ovog grupnog talasa bude jednaka
brzini Cestica mase m i impulsa p = hk, tj zahtevamo da je :

dw hk (13:39)

dk ~ m '
Ovu jednacdinu moZzemo da integralimo da dobijemo odnos disperzione relacije de Broljovih talasa
sastavljenih od slobodnih kvantnih ¢estica mase m.

h
w=— (13.40)
2m

Za dobijanje ove relacije smo konstantu integracije postavili na nula jer ona dovodi do neopservabilnih
posledica u nerelativistickoj kvantnoj mehanici. Nas zadatak je da nademo jednacinu talasa koja ima
sinusoidalno resenje koje zadovoljava disperzionu relaciju. Najjednostavnija talasna jednacina te vrste je
Sredingerova jednacina. Za slobodnu éesticu koja se kreée u jednoj dimenziji ona ima oblik :

oY h% oY

Lako se uveriti da kompleksna eksponencijalna funkcija :
Y(x,t) = Ae!k*¥=00  (13.42)

, je reSenje ove jednacine pod uslovom da w i k zadovoljavaju relaciju (13.40). Ubacivanjem ove funkcije
u (13.41) dobijamo za levu stranu jednacine dobijamo :

ih(’;—qJ = ih(—iw)Ae'**=0D = pgeitkx-w)
t
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, azadesnu

h? 9% hk?

Aei(kx—wt)

2m 0x2  2m
| imamo resenje koje obezbeduje da je hw = A%k?/2m. Posto sinusoidalno re$enje opisuje kretanje
talasa u smeru x ose, sa talasnim brojem k i ugaonom frekvencijom w, pretpostavicemo da ono
reprezentuje slobodnu cesticu koja se kre¢e x osom, sa ostro definisanim impulsom p = hk i energijom
E = p?/2m = hw. Postoji naravno jo§ mnogo re$enja Sredingerove jednacine koja reprezentuju stanje
kretanja Cestica. Treba naglasiti da smo u cilju prilagodavanja disperzione relacije de Broljovih talasa, stigli
do talasne jenacine, Sredingerove jednacine za slobodne Eestice, ¢ija su redenja nuzno slozene funkcije
prostora i vremena. Ove sloZene funkcije se zovu talasne funkcije. Ranije smo govorili o predstavama ovih
funkcija u kompleksnom obliku i o tome kako za klasi¢ne talase vazi da du oni funkcija prostora i vremena.
S druge strane Sredingerove jednacine nisu realne funkcije prostora i vremena. Do sada smo razmatrali
samo sinusoidalna resenja Sredingerove jednacine, ali imajuéi u vidu ova re$enja mozemo konstruisati i
druge vrste re$enja. Posto je svak ¢lan Sredingerove jednacine linearan superpozicija reenja je takode
resenje. Na primer :

W(x,t) = Ajelkax=t) 4 4 eilkax—w20) (13.43)
, gde je:
hw, = h2k,%/2m i hw, = h%k,*/2m

, i gde su A, i A, su proizvoljne kompleksne konstante, je re$enje Sredingerove jednatine $to se lako
moze potvrditi direktnom zamenom u jednacinu (13.41). Zaista najopstije reSenje je superpozicija
sinusoidalnih talasa sa svim mogucim ugaonim frekvencijama i talasnim brojevima :

+ 2k’2

Y(x,t) = f A(k)elk'x=0"t) gk’ sq ha' = (13.44)

U ovoj superpoziciji A(k") je proizvoljna kompleksna funkcija a integral reprezentuje sumu svih mogucih
vrednosti k’. Ako je funkcija A(k') takva da obuhvata uzak spektar talasnih brojeva oko pozizivne vrednosti
k, ova superpozicija daje grupni talas koji se kre¢e u pozitivnom smeru x ose grupnom brzinom hk/m.
Takav grupni talas reprezentuje kvantne €estice koje se kre¢u brzinom hk /m, ali sa pozicijom i momentom
koji je u skladu sa Hajzenbergovim principom neodredenosti.

TALASNA JEDNACINA CESTICA U POTENCIJALNOM ENERGETSKOM POLIU

Interakcije nerelativistickih Cestica ¢esto se mogu opisati preko potencijalne energije polja. Na primer, za
elektron u atomu vodonika moZemo smatrati da se kreée u potencijalnom energetskom polju jezgra :

Vr) =
) 4megr

18



Tragom zvezda

U klasi¢noj mehanici, ovo polje podrazumeva da je elektron na udaljenosti r od jezgra atoma izlozen
dejstvu privlaéne sile veli¢ine e2 /4meyr2. U kvantnoj mehanici ovo znaéi da talasna jednacina za elektron
nije tako jednostavna kao za slobodnu &esticu. Ervin Sredinger je 1926 godine pronasao talasnu jednacinu
za kvantne cestice u potencijalnom energetskom polju koja vodi do uspeSnog opisa atoma i ostalog
mikroskopskog sveta. Sredingerova jednacina za ¢esticu koja se kreée u trodimenzionalnom energetskom
polju potencijalne energije V() je :

o h?
ih— = [——VZ + V(r)] ¥ (13.45)
at 2m

Kada se Cestica krece u jednodimenzionalnom potencijalnom polju V(x), jednacina dobija jednostavniji
oblik :

0w 2 92
= |-
ot 2m 0x?

+ V(x)] Y (13.46)
Ako je V(x) konstantno, lako je nadi reSenje ove jednacine. Na primer kada se Cestica krec¢e duZ x ose u
konstantnom potencijalnom polju V,, talasna funkcija :
W(x,t) = Aeilkx-wt)
, je reSenje jednacine (13.46) pod pretpostavkom da je :

h%k?
hw =
@ 2m

+Vy

Ova talasna funkcija predstavlja Cesticu sa strogo definisanom energijom E i impulsom p, datim sa :

p?
E=—+V,ip=nhk
om olP
Kasnije ¢emo da pronademo reSenje i za promenjivo polje, uklju¢ujuéi i veoma bitan slu¢aj Kolombovog
potencijala elektrona u atomu. Medutim sada je najvaZnije da se razume Sredingerova jednacina.

IMPULS | POZICIJA

Sredingerova jednacina daje beskrajan broj redenja koja odgovaraju beskonaénom broju mogudéih stanja
kretanja Cestice. Ove talasne funkcije postaju prosirive i nelokalne pa time mogu da objasne talasna
svojstva Cestice, ali treba odrediti i Cesti¢na svojstva. U eksperimentu sa dva proreza, na primer, talasna
funkcija opisuje kako elektron moze prodéi kroz obadva proreza, ali kako da objasni da se na ekranu taj
elektron prikaze kao piksel. Ovaj roblem moZe biti reSen usvajanjem radikalne ideje da merenja dovode
do nasumic¢nih ishoda vodenih zakonima verovatnoce.

Imajuci u vidu vaznost verovatnoce u kvantnim merenjima, ukratko ¢emo da se podsetimo kako su
diskretne i kontinualne nasumicne promenjive regulisane verovatno¢ama raspodele. Ako zamislimo
eksperiment Ccije izlaze vrednosti su dikretne nasumicne varijable koje mogu da imaju vrednosti
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Xg, X1, X2, ... Sa verovatnoéama py, p1, P2 --- . Skup p,, verovatnoda se naziva raspodela verovatnoée. Posto
je ukupna verovatnoca svih mogucih dogadaja jednaka jedinici, raspodela verovatno¢e mora zadovoljavati
uslov normalizacije :

an 1 (1347)

Raspodelu verovatnoce p,, mozemo koristiti da procenimo oéekivanu vrednost nasumicne promenjive x,,.
To je prosecna vrednost mnogo mogudih ishoda koji se mogu desiti kada se proces ponavlja beskonacan
broj puta. Ova vrednost je data sa:

()= xupy (13.48)

Verovatnoca rasprostranjenosti ishoda oko ocekivane vrednosti daje standardnu devijaciju ili neizvesnost
za x. Koren standardne devijacije zovemo varijansa i onda je data sa:

(B2 = Y (ta = (@) P (13.49)

U ovom izrazu, (x,, — (x)) je devijacija za x, od ofekvane vrednosti, a moZe biti veca ili jednaka nuli a
njena prosecna vrenost je nula. Medutim, varijansa je prosek kvadrata ove devijacije $to znaci da je
jednaka nuli kada postoji samo jedan moguci ishod i ve¢a od nule ako postoji vise razlicitih ishoda. U
mnogim slucajevima korisno je gornju jednacinu napisati u obliku :

(@07 = 3" ¥Epn = 20x) Yt + (07 )

Prvi ¢lan sa desne strane je jednak (x2), ofekivana vrednost kvadrata za x,,, drugi ¢lan je —2(x){(x) =
—2(x)?, a tredi (x)?, $to u kona¢nom zbiru daje :

(Ax)? = (x2) — (x)?  (13.50)

Dakle ova jednacina pokazuje da je varijansa jednaka razlici proseka kvadrata i kvadrata proseka slucajne
promenjive.

KONTINUALNA SLUCAJINA PROMENJIVA

Razmotrimo sada slucaj kada se rezultati ili ishodi nekog eksperimenta mogu predstaviti kontinualnom
promenjivom x. Verovatnoc¢u ishoda izmedu x i x+dx moZemo oznaciti sa p(x)dx. Funkcija p(x) se naziva
raspodela verovatnoce i mora da zadovoljava uslov :

fp(x)dx =1 (13.51)

Na primer ako je pozicija Cestice ograni¢ena na oblast od 0 do a vredi :
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a
f p(x)dx =1
0
Ocekivana vrednost za x je analogno (13.48) data sa :
(x) = pr(x) dx (13.52)
X
Sli¢no ocekivana vrednost od x? je :
(x?) = fxzp(x)dx (13.53)
X

, a standardna devijacija ili neodredenost je data sa :

Ax = /(x?) —(x)2 (13.54)

VEROVATNOCA POLOZAJA

Sada se vracamo na kvantnu mehaniku gde ¢éemo da razmotrimo kako se poloZaj kvantne Cestice moze
moZe opisati pomocu verovatnoce. Ovaj problem je prvi reSio Maks Born uvodedi novu interpretaciju
Sredingerove jednacine $to je dovelo do revolucije u filozofskoj osnovi fizike. Da bi predo¢ili njegovu
interpretaciju moramo da se vatimo eksperimentu sa dva proreza. Prvo ¢emo da vidimo kako se
interferencijska slika dobija kada klasi¢ni talas prolazi kroz proreze, a onda na sli¢an nacin kako se ona
dobija iz toka kvantnih Cestica.

Kada klasi¢ni talas prolazi kroz proreze on se na izlazu iz proreza pojavljuje kao dva talasa koji se
superponiraju i na ekranu stvaraju dobro poznatu interferencijsku sliku. Ovi talasi mogu biti opisani
realnom funkcijom prostora i vremena. Na primer ako imamo da je talasni broj k, ugaona frekvencija w,
kombinacija talasa u tacki P (slika 13.09), na udaljenosti R; od proreza S; i R, od proreza S, moZemo pisati

W = A, cos(kR; — wt) + A, cos(kR, — wt)

, gde su A; i A, amplitude koje su inverzno proporcionalne sa Ry i R, respektivno. Gustina energije i
intezitet talasa u tacki P su roporcionalni kvadratu talasa. Ako pretpostavimo da je A; = A, = A4, $to je
dobra aproksimacija kada su udaljenosti R; i R, velike u odnosu na razmak izmedu proreza i uz koriséenje
jednostavne trigonometrije dobijamo :

k(R = Ry)

W2 = 242 cos? < 5

) cos?wt  (13.55)
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incidentni entitet

Slika 13.09. Eksperiment sa dva proreza

Iz ovoga sledi da intezitet ima maksimum kada je k(R; — R,)/2 clobrojni umnoZzak od 1 i minimum kada
je celobrojni umnoZak od /2. Ako k izrazimo preko talasne duZine vide¢emo da se maksimum pojavljuje
kada je razlika putanja R; — R, jednaka celobrojnom umnosku od talasne duZine odnosno minimum kada
je ovo jednako umnosku polovine talasne duZine. Kada se uzmu u obzir konacne dimenzije proreza ovi

maksimumi i minimumi daju
interferencijsku sliku koju vidimo
na slici 13.10.

Slika 13.10. Interferencijski patern
dobijen iz eksperimenta sa dva

proreza

Sada da pokuSamo da na slican nacin opiSemo kako se ova slika stvara kada se radi o toku kvantnih cestica.
Pretpostavimo da je tajni prolaz Cestica kroz obadva proreza reprezentovan talasnom funkcijom, tj preko
kompleksne funkcije prostora i vremena koja je redenje Sredingerove jednacine. Ako ¢estica ima odreden
impuls p = hk i energiju E = hw, talasna funkcija u tacki P je superpozicija dva ¢lana, talasaiz S; i S, :

Y = AjetiRimot) 4 g, plkRm0l) (13 56)

, gde su A, i A, kompleksne konstante sa aproksimativno istom vredno$éu. Kada Cestica dolazi do ekrana
desava se veoma komplikovan proces. U svakoj tacki na ekranu se nalazi merni uredaj koji uvelicava efekte
dolaska cestice, tako da je u svakom trenutku jasno da li je Cestica dosla ili ne. U praksi Cestica se moze
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otkriti u bilo kojoj tacki na ekranu i kako sve viSe i viSe Cestica prispeva na ekran formira se dobro poznata
interferencijska slika. Ne¢emo da pokusavamo shvatiti kako se ovaj komplikovan proces odigrava. Umesto
toga postaviéemo skromniji cilj, koji opisuje moguée ishode procesa koristeé¢i Sredingerovu talasnu
funkciju W. To se moze postici tako Sto ¢emo uvesti smelu pretpostavku da je verovatnoca otkrivanja
Cestice na odredenoj lokaciji srazmerna efektivnoj vednosti inteziteta kompleksne talasne funkcije na toj
lokaciji. Analogno klasi¢noj teoriji definisacemo ovaj intezitet da bude realan broj dat sa :

P> =¥ -¥ (13.57)

Vrednost za |¥'|? utacki P na ekranu se moze nadi koristedi talasnu funkciju (13.56). Pravedi aproksimaciju
A=A, =4, imamo:

|@|2 = (A*e—i(le—wt) +A*e—i(kRZ—wt))(Ae—i(le—(ut) +Ae—i(kR2—wt))
, Sto daje :
[W[2 = |A]2 + |A]? + |A|2ek(Ri=R2) 4 |A|2¢~iF(R1=Rz)
Koristeéi matematicke relacije :

(e+i9 + e—i@)
2

o
cosf = , c039=20052<§>—1

, dolazimo do :

k(Ry — Rp)

|¥|? = 242 cos? < 5

) (13.58)

Ako ovo uporedimo sa (13.55) vidimo da |¥|? ima maksimalne i minimalne vrednosti sliéne onima kod
klasi¢nih talasa, tj maksimm postoji kada je R; — R, celobrojni umnoZak de Broljove talasne duZine
odnosno, minimum kada je R; — R, celobrojni umnoZak polovine de Broljove talasne duZine. Dakle, ako
je verovatnoca detekcije proporcionalna sa |¥|?, na ekranu ée se pojaviti interferencijska slika sli¢na kao
i kod klasi¢nih talasa. Dakle imamo logicki nacin za opis interferencijske slike koju stvaraju kvantne Cestice.
On je baziran na dve klju¢ne ideje. Prvo, talasna funkcija ¢estica na ekranu, ¥, je linearna superpozicija
talasnih funkcija, talasa iz S; i iz S,. Drugo, verovatnoéa detekcije Cestice na nekoj lokaciji je
proporcionalna sa |¥|? na toj lokaciji. Jo$ treba da uspegno objasnimo ono §to se de$ava u modifikovanom
eksperimentu sa dva proreza. U sustini treba objasniti zasto nema interferencijske slike kada
identifikujemo iz kog proreza dolaze cestice. Da bismo to uradili pretpostavicemo da proces identifiacije
menja talasnu funkciju Cestice tako da ona postaje jedan talas iz proreza kroz koji prolazi Cestica. Na taj
nacin pratimo standardnu praksu, pod uslovom da merenje stvarno uti¢e na talasnu funkciju. Takode je
standardna praksa da se ne ide u istraZivanjima preduboko.

BORNOVA INTERPRETACIA

Ideju da talasnom funkcijom vladaju potencijalni ishodi u merenju poloZaja prvi je predloZio Maks Born
1926 godine. Ovo se sada zove Bornova interpretacija talasne funkcije. Prema toj interpretaciji talasna
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funkcija W (7, t) je kompleksna funkcija prostornih koordinata, ¢iji kvadrat |¥ (7, t)|? je mera verovatnoce
pronalaZenja ¢estice u tacki r u trenutku t. Cestica moZe biti pronadena bilo gde ali je najverovatnije da ¢e
biti pronadena u tacki gde je |¥ (7, t)|? najveca. Vazi:

verovatnoa pronalaska Cestice

Y(r, t)|?d3r = { i
¥, 0l u trenutku t u elementu zapremine d3r

(13.59)

Dakle |¥(r, t)|? moZemo posmatrati kao gustinu verovatnoce za poziciju. Zbog toga se talasna funkcija
Y(r,t) Cesto naziva verovatnoéa amplitude u poziciji. Ako integralimo gustinu verovatnoce na svim
pozicijama dobijamo verovatnocu pronalaska cestice bilo gde u univerzumu. Posto se Cestica definitivno
mora nalaziti negde zbir ovih verovatnoéa mora biti jednak jedinici. Dakle talasna funkcija mora
zadovoljavati uslov normalizacije :

fl‘l’(r, H*d3r =1 (13.60)

Ova jenacina izgleda manje strasna kada kretanje Cestice ograni¢imo na jednu dimenziju. Ako se Cestica
krec¢e duz x ose, ona moze biti opisana talasnom funkcijom W(x, t) na sledeéi nacin :

|W(x, t)|2dx = {Uerovatnoca pronalaskq Cestice u (13.61)
trenutku tizmedu xix + dx
Posto se Cestica mora nalaziti negde izmedu x = —oo { x = 400 talasna funkcija mora zadovoljavati uslov

normalizacije :
Jl‘l’(x, H?dx=1 (13.62)

U praksi, talasna funkcija se normalizuje mnoZenjem resenja Sredingerove jednacine sa odgovaraju¢om
konstantnom. Treba naglasiti da se ovo pronalazenje oslanja na Sematski opis pozicije merenja, u kome je
mali dogadaj pojatan kao da se Cestica materijalizuje na odredenoj lokaciji sa verovatno¢om
proporcionalnom |¥|?. Ova $ematska merenja dovode na kraju do mocéne teorije iako se ne zalazi u
objasnjenja kako se stvari odvijaju. lzgleda da je kvantna mehanika zato toliko i uspesna.

VEROVATNOCA IMPULSA

Sada ¢emo da pokazemo kako se impuls Eestice moZe opisati Sredingerovom talasnom funkcijom. Ako
talasna funkcija moZe predstaviti ¢esticu kroz skup mogucih pozicija, za oCekivati je i da je moZe redstaviti
preko opsega potencijalnih impulsa. Na primer talasna funkcija :

‘P(x, t) — Ale+i(k1x—wt) + Aze—i(kzx—a)t)
, moZe opisati slobodnu Cesticu koja se krece duz x ose, sa dva moguca impulsa i energije

pl = h’kl'El = h(l)l i pz = hkz,Ez = h(l)z
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Ova ideja je takode ilustrovana preko opsteg redenja Sredingerove jednacine za slobodnu €esticu koje je
dato na slededi nacin :

2k2

+00
W(x,t) = J A(k)etkx=ot) gk za hw = (13.63)

—o
U talasu imamo superponirane sinusoidalne talase, svaki sa razli¢itim talasnim brojem k, vrednost |A(k)|?
je mera inteziteta sinusoidalnog talasa, talasnog broja k. U ¢estiénom smislu, ovaj opseg talasnih brojeva
odgovara opsegu mogucih impulsa p = hk. Pretpostavicemo, analogno sa Bornovom interpretacijom
talasne funkcije, da ¢e se veéina izmerenih impulsa korespondirati sa vredno$¢u hk za koji je |A(k)|?
najveca. UopSteno uzevsi, moZemo tretirati poziciju i impuls na isti nacin preko Furieovih transformacija.
Svaka talasna funkcija za Cesticu koja se krece u jednoj dimenziji ima uvek svoju Furieovu transformaciju
koju mozemo da napisSemo u obliku :

1 to )
Y(x,t) = T T(p, t)et®*/hdp  (13.64)

Inverzna Furieova trnsformacija je :

1
V2mh

Moze se pokazati da ako je W(x, t) normalizovana da je i P(p, t) takode normalizovana. Simetrija izmedu

_ +oo _lpx
Y(p,t) = J Y(x,t)e & dx (13.65)

pozicije i impulsa i ranija tumacenja superpozicije sinusoidalnih talasa, dovodi nas do pretpostavke da
|W(x,t)|? je raspodela verovatnoée za pronalaZenje &estice sa pozicijom X, a |‘T’(x, t)|2 je raspodela
verovatnocCe za pronalazenje Cestice sa impulsom p. Dalje, posto talasna funkcija W(x, t) je verovatnoca
amplitude za poziciju, l'}V’(p, t) je verovatnoéa amplitude impulsa. Ova generalizacija Bornove
interpretacije talasne funkcije se lako moZe prosiriti da opiSe verovatnoc¢u impulsa za Cesticu koja se krece
u trodimenzionalnom prostoru.

CESTICE U OGRANICENOM PROSTORU

Ovde ¢emo da ilustrujemo kako se raspodela verovatnoée poloZaja i impulsa moZe izraCunati razmatrajudi
jedan jednostavan slucaj, Cestica koje su ograni¢ene u kona¢nom jednodimenzionalnom prostoru0 < x <
a. Kasnije ¢emo da vidimo da cestice imaju beskonacan broj stanja sa diskretnim energijama oznacenim
kao kvantni brojevi n=1,2,3... . Cestica koja se nalazi u kvantnom stanju n ima energiju :
27,2
_ hTky

E k, == (13.66)
" oam’ " a '

, i talasnu funkciju :

Nsink,xent/h  za0<x<a

0 —drugde (13.67)

Pl 0) = |
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Konstanta N, koja se zove normalizaciona konstanta moZe se dobiti normalizacijom raspodele
verovatnode pozicije. Ona je data sa |¥,(x,t)|?, a njena vrednost je nula izvan regiona (0,a) a unutar

regiona je data sa:
W, (x,t)|? = N* sink,x et Ent/MN sin k, x e “Ent/h = |N|? sin? k,,x

Ukupna verovatnoca pronalaZenja Cestice na bilo kojoj mogucoj poziciji je data normalizacionim

integralom :
+ oo a
2 2 02 24
[P, (x,t)|“dx =|N| sin“ kxdx = |N|* =
— 0 2
Izjiednadavanjem ove jednadine sa jedinicom, nalazimo da za N =/2/a dolazimo do normalizovane

raspodele verovatnode i normalizovane talasne funkcije. Raspodela verovatnocée impulsa za Cesticu je data
~ 2 .
sa |,(p, )|, gde je
400

Vv 2mhJ -

T (pt) = Y, (x,t)e —ipx/h gy

Ako iskoristimo jednadinu (13.67) sa N = /2/a dobijamo :

a
P, (p,t) = e‘iE"t/hJ e~ PX/Msin ke, xdx
0

Vmha

, a integral se lako moZe proceniti ako iskoristimo jednakost :

+ikpx _ e —iknx

2i

e

sink,x =

Na slici 13.11 su prikazane raspodele verovatnoce za poziciju i impuls Cestica koje su ogranicene
prostorom 0 < x < a.Razmatrana su dva moguda stanja, osnovno stanje sa n=1, i drugo pobudeno stanje

sa n=3.

Raspodela verovatnoce pozicije, prikazana sa leve strane slike, ukazuje na to da je najverovatnija pozicija
x =a/2 za n=1 a kada je n=3, postoje tri najverovatnije pozicije, x =a/6,a/2,5a/6.Raspodela
verovatnoce impulsa prikazana sa leve strane slike ukazuje na to da maksimum impulsa se deSava za x =
0, za n=1 a za n=3 ima dva maksimuma na *+ 3Anr/a.
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Slika 13.11 Raspodele verovatnoce poloZaja i impulse

OCEKIVANE VREDNOSTI

Uopsteno govoredi, ishodi merenja u kvantnoj mehanici su slu¢ajne varijable sa mnogo mogucih vrednosti.
Prosek ovih vrednosti se naziva oc¢ekivana vrednost. U nacelu, ocekivana vrednost se moze naci uzimajuci
prosefan rezultat merenja u beskonaénom ansamblu identi¢no pripremljenih sistema. Alternativno,
mozemo izracunati ocekivanu vrednost koristeéi raspodelu verovatnoce koja ureduje ishode merenja. Da
bi sacuvali matematicku jednostavnost koliko god je to mogude, pretpostavicemo kretanje Cestice duz x
ose. Rezultat merenja pozicije na x osi je kontinualna sluc¢ajna varijabla. Talasna funkcija W(x,t) je
verovatnocéa amplitude za posmatranu poziciju, a |[¥(x, t)|? je verovatnoéa pronalaZenja ¢estice u opsegu
x,x + dx u trenutku t. Dakle, ako se merenje pozicije ponavlja mnogo puta na identi¢an nacin, na istoj
Cestici pod istim okolnostima, moguée je mnogo razlicitih ishoda pa je ocekivana vednost ovih ishoda :

(x) = f+mx|‘}’(x,t)|2dx (13.68)

— 00
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Na slican nacin, izmereni impulsi Cestice predstavljaju kontinualnu slu¢ajnu promenjivu. Furieova

. ~ 2
transformacija talasne funkcije, ¥(p, t), je verovatnoca amplitude posmatranog impulsa, a |‘P(p, t)| dp
je dade impuls imati ishod izmedu p i p+dp u trenutku t. Dakle ocekivana vrednost za impuls je :

<p>=f | )| dp  (13.69)

— 00

Imajué¢iuvidudaje |[¥|? =W Wi |"}7|2 = U « P, poslednja dva integrala moZemo napisati u formi :

(x) = j+m‘ll*(x, x¥P(x,t)dx  (13.70)

<m=f T (p, Op¥(p, Ddp  (13.71)

Ova ocekivanja i Furieov transformacioni integral iz jednacina (13.65) i (13.65) ilustruju simetriju izmedu
poloZaja i impulsa u kvantnoj mehanici. Medutim, ova simetrija je ¢esto nevidljiva zbog retkog koriséenja
P(p,t) u kalkulacijama. Kalkulacije se rade ¢e$ce koris¢enjem realcije :

+ 0o

@=[ wen(-in)eeod (1372
, 2w, |

— 00

Ovaj izraz, a to ¢emo kasnije i pokazati se dobija koristeci Furieove transformacione tehnike. Takode se
moZze pokazati da je ovo i prihvatljivo. MoZe se pokazati i da prosec¢na vrednost neodredenosti polozaja i
impulsa kvantne Cestice mase m postuje odnose nalik klasi¢noj fizici :

¥ 1373
(P)—mw (13.73)

OPERATORI

Ovde ¢emo da uvedemo ideju koja ¢e postajati sve vaZnija kako napredujemo kroz osnovne elemente
kvantne mehanike. Ta ideja se sastoji u tome da se posmatranja u kvantnoj mehanici mogu opisati
operatorima. Recept za kalkulacije je slededi :

- Pripremite sendvi¢ sa W* i ¥
R . .y . . . ., 0
- Da bi nasli {x) ubacite x u sendvi¢, a za pronalaZzenje (p) ubacite —lha

- Zatim integralite preko x

U ovom receptu, posmatrane pozicije su predstavljene sa x a posmatrani impulsi sa —lfla. Medutim
obadva ova ¢lana moZemo posmatrati kao operatore koji deluju na talasnu funkciju: realan broj x samo
multiplicira W(x, t) za x puta, a diferencijalni izraz —lfla diferencira W(x, t) i multiplicira ga za faktor —ih.

Da se naglasi uloga operatora u kvantnoj fizici moZzemo prepisati jednacine (13.70) i (13.72) kao :
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(x) = f+oo‘P*(x, OXWY(x,t)dx i (p)= J+OO‘P*(x, Op¥P(x, t)dx (13.74)

Znak iznad x i p oznacava operator. Dakle :

Generalizacija ove ideje za kvantnu Cesticu koja se kreée u trodimenzionalnom prostoru je jednostavna :
Ff=r,p=—iAV (13.76)

, i o€ekivane vrednosti za poloZaj i impuls su date trodimenzionalnim sendvi¢ integralima :

(ry = f‘}’*(r,t)f‘}’(r,t) d3r i (p)= f‘}’*(r,t)f)‘l’(r,t) d3r (13.77)

Na kraju treba naglasiti da poredak u kome se piSu operatori je vazan.
NEODREDENOSTI

Operatori se takode koriste za izracunavanje neodredenosti u poziciji i impulsu. Prema jednacini (13.54)
te neodredenosti su date sa :

Ax ={(x?)—(x)* ,  Ap =+(p?)—(p)* (13.78)

Ocekivane vrednosti za x i p su date relacijama (13.74) , a oéekivane vrednosti za x2 i p? mogu se pronaci
generalizacijom ovih jednacina. One su date slede¢im sendvic integralima :

(x?) = f+oo‘ll*(x,t)y?2‘l1(x, Hdx i (p?) = J+OO‘P*(X,t);32‘P(x, t)dx (13.79)

, gde je operator £2 ekvivalentan sa £ - £, a p = p - p. Koristedi jednacinu (13.75) imamo :

5(,'\2 = XZ [ }52 = —flzT (1380)

Stvarne vrednosti neodredenosti poloZaja i impulsa vise zavise od forme talasne funkcije. Na primer, za
talasnu funkciju

Y(x) = Ne /22
, heodredenosti su Ax = a/\/i iAp = h/a\/i . Primetimo da, u ovom primeru, proizvod neodredenosti

je:

AxA _h
xAp =3

, Sto je u saglasnosti sa Hajzenbergovim principom neodredenosti.
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KVANTNA STANJA

Videli smo da postoje nacini da talasna funkcija opiSe i talasnu i ¢esti¢nu prirodu kvantne Cestice. Videli
smo da se ova slagalica moze resiti ako talasnu funkciju Cestice reguliSu potencijalni ishodi merenja nad
Cesticom. Ovakvo tumacenje talasne funkcije je transformisalo filozofsku osnovu fizike. Fizika visSe ne moze
da previdi ishod, to je sada verovatnocda sa nizom mogucih ishoda. Verujem da postoje mnogi kojima se
ova ideja ne svida, ali na sre¢u univerzum ima svoja pravila koja ne zavise od toga Sta nam se svida Sta ne.
A nedvosmisleno funkcionise. Nije jasno da li se verovatnoc¢a u kvantnoj mehanici koristi, kao i u kinetickoj
teoriji gasova da prikrije nase neznanje o specifi¢cnim opisima Cestica, opisima koji bi omogudavali tacno
merenje pozicije i impulsa ili je verovatnoda esencijalni sastojak univerzuma. U drugom slucaju besmisleno
je pricati o tome gde je Cestica pre merenja, jer samo merenje definitivno natera Cesticu da izabere jedan
poloZaj, jednu poziciju. Pre toga moZze biti bilo gde. Medutim ovi problemi postoje od samih pocetaka
kvantne mehanike i ne postoji saglasnost o njima. Medutim, ovde nama nije cilj da raspravljamo o ovome,
to éemo da radimo u nekim kasnijim poglavljima koja ée se baviti filozofijom fizike, ve¢ da u potpunosti
shvatimo snagu i eleganciju kvantne mehanike koja obezbeduje precizno analiziranje mikroskopskog
sveta. A taj cilj moZemo ispuniti samo intuitivnim razumevanjem talasnih funkcija. Osnovna ideja je da
talasna funkcija predstavlja kvantno stanje Cestice, stanje kretanja koje nosi samo prolaznu sli¢nost sa
trajaktorijama Cestica iz klasi¢ne fizike. Sada je najvaznije da se definisu sledece osobine kvantnih stanja :

- U odsustvu merenja kvantno stanje evoluira sa vremenom glatko i deterministicki u skladu sa
vremenski zavisnom Sredingerovom jednacinom

- Kvantno stanje opisuje mogucnosti koje mogu postati stvarnost. Kvantno stanje moZze predvideti
moguce ishode poloZaja i impulsa pri merenju i Sanse za pojavu ovih ishoda. Opstije receno,
kvantno stanje moZe predvideti ishod svakog merenja.

- Kvantno stanje je linearna superpozicija drugih kvantnih stanja, sto znaci da jedna Cestica koja je
u jednom kvantnom stanju je takode istovremeno i u drugim kvantnim stanjima.Ovo svojstvo se
zove princip linearne superpozicije. Koristili smo ovaj princip kada smo pisali talasnu funkciju za
Cestice koje prolaze kroz oba proreza i kada smo tvrdili da talasna funkcija moze da opise Cesticu
sa nizom mogucih impulsa. Koristili smo ga i kada smo razmatrali talasnu funkciju Cestice sa
opsegom mogucih energija.

- Kvantno stanje je krhko. Kada se deSava merenje, kvantno stanje se unistava i zamenjuje se novim
kvantnim stanjem koje je kompatibilno sa slucajnim ishodom merenja. Ovaj nagli i
nedeterministicki proces se zove urusavanje talasne funkcije. Ovo smo koristili kod objasnjenja
zasto ne postoji interferencijska slika kod eksperimenta sa dva proreza kada otkrijemo odakle
dolaze Cestice, tj kroz koji prorez prolaze. U velikoj meri urusavanje talasne funkcije je proizvoljno
pravilo koje premoscéava jaz izmedu situacija kada nema merenja i kada ih ima. Mehanizam koji
dovodi do urusavanja talasne funkcije nije poznat.

ENERGIJA | VREME
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U kvantnoj mehanici, vidljive veli¢ine su opisane operatorima. U prethodnom poglavlju smo videli da su
pozicija i impuls opisani sa :

f=r,p=—ikV (14.1)

Energija u kvantnoj mehanici se opisuje operatorom koji se naziva Hamiltonijan i obelezava se sa H. Ovde
¢emo pretpostaviti da relacije izmedu operatora energije, impulsa i pozicije su slicne relacijama koje vaze
u klasi¢noj fizici izmedu istih pojmova. Konkretno, pretpostavicemo da je Hamiltonijan operator za ¢esticu
mase m i potencijalne energije V(r) dat sa:

P .
H=—+V 14.2
SV (142)
Koristedi (14.1) dobijamo :
q= h VZ+V(r) (14.3)
=5 r .

Hamiltonijan u kvantnoj mehanici igra dvostruku ulogu. Prvo operator H opisuje opservabilnu energiju.
Na primer, recept za oc¢ekivanu vrednost koji smo opisali u prethodnom poglavlju implicira da je energija
ocekivane vrednosti u trenutku t, za Cesticu sa talasnom funkcijom ¥(r, t) :

(E) = f Y (r,t ) HY(r, t)d3r  (14.4)
Drugo, Hamiltonijan ureduje vreme evolucije talasne funkcije posto Sredingerova jednacina je sada :

oy

lfla =HY (14.5)
Dakle u kvantnoj mehanici postoji fundamentalna veza izmedu energije i vremena. Istrazicemo ovu vezu
trazenjem redenja Sredingerove jednacine. Koristiéemo istu proceduru koju smo ve¢ koristili kod klasi¢ne
talasne jednacine ili kod difuzione relacije. TraZzi¢emo odvojiva resenja i onda resiti problem svojstvenih
vrednosti. Posto je ovaj problem proizvoljan i apstraktan, najbolje je da krenemo od najjednostavnijeg
slu¢aja, problema nalazenja normalnog moda vibrirajuée strune. Neka W(x,t) predstavlja poprecno
pomeranje rastegnute strune u tacki x u trenutku t. Ovo pomeranje je odredeno klasicnom talasnom
jednacinom :

22y 1 9%y ~0 (14.6)
ax2 2 0t '

, gde je c brzina talasa u struni. Ako su krajevi strune fiksirani u tatkama x = 0 i x = a, traziéemo resSenja
talasne jednacine koja zadovoljavaju grani¢ne uslove :

Y(x,t) =0 zax=0izax=a,zasvakot (14.7)
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Postoji beskonacno mnogo takvih reSenja posto struna moZze da vibrira na beskona¢no mnogo nacina. U
normalnom reZimu, reSenja su poprilicno jednostavna. Ona odgovaraju vibracijama, gde sve tacke na
struni vibriraju sa istom vremenskom zavisnoséu. Ova resenja imaju odvojive forme :

Y(x,t) =y x)T() (14.8)

Funkcija T (t) opisuje zajednicku vremensku zavisnost svih tacaka, a ¥/ (x) opisuje prostorni oblik vibracija.
Ako ovo ubacimo u talasnu jednacinu (14.6) i ako paZljivo razdvojimo funkcije koje zavise od t od onih koje
zavise od x dobijamo:

1d*T  c?d*y (14.9)

T dt2 P dx? '
Znak jednakosti u ovoj jednacini znaci da funkcija od t, sa leve strane je uvek jednaka funkciji od x sa desne
strane za svako x i t. Ovo moZe da bude tacno samo ako su obadve funkcije jednake istoj konstanti.

2

Oznaciéemo ovu konstantu sa —w*, i uze¢emo takode da je w = ck, gde je k druga konstanta.

Izjednacavanjem leve i desne strane jednacine sa ovom konstantnom dobi¢emo reSenja za T(t) i Y(x) za
normalan reZim oscilovanja. Vremenska zavisnost T(t) se upravlja rema diferencijalnoj jednacini :

d*T 5
W = —w*T (1410)

Opste resenje ove jednacine je:
T(t) =Acoswt+ Bsinwt (14.11)

,gde su AiB proizvoljne konstante. Ova jednacina opisuje sinusoidalno kretanje sa ugaonom frekvencijom
w koja je kao i obi¢no neodredena. Funkcija normalnog reZzima yi(x) je odredena diferencijalnom
jednacinom :

d*p
ke —k%yp (14.12)

Ona takode zadovoljava granicne uslove :
YO0 =¢(@ =0 (1413)
Opste resenje ove diferencijalne jednacine je :
Y(x) = Mcoskx + Nsinkx (14.14)

, gde su M i N proizvoljne konstante. Granicni uslovi na x=0 daju M=0 a za x = a, ogranicavaju vrednosti
k na m/a,2n/a,3n/a,... Dakle postoji beskonadan broj resenja normalnog rezima sa rostornim
oblikom datim sa:

nm
Yn(x) = Nsink,x, k, = " (14.15)
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Ako ove prostorne funkcije kombinujemo sa vremenski zavisnim funkcijama, sa ugaonom frekvencijom
wy, = ck,, dobijamo kompletnu specifikaciju reSenja normalnog rezima.

Y, (x,t) = [A, cosw,t + B, sinw,t]sink,x  (14.16)

Posto je klasi¢na talasna jednacina (14.6) , homogena linearna parcijalna diferencijalna jednacina, linearna
superpozicija reSenja normalnog rezima, je takode reSenje. Zaista, moZe se pokazati da je kretanje
vibrirajuce strune sa pric¢vséenim krajevima dato sa:

Y, (x,t) = Z [A,, cos w,t + B, sinwyt]sink,x (14.17)
n=12,3..

Ako je poznat inicijalni pomak i brzina svake tacke strune, serijom Furieovih transformacija mogu se
pronaci konstante A, i B,, za svaki ¢lan u seriji. PronalaZenjem reSenja normalnog reZima vibrirajuce
strune resili smo jedan problem svojstvenih vrednosti. Problem svojstvenih vrednosti je resen
diferencijalnom jednacinom (14.12), i grani¢nim uslovima. Primetimo da diferencijalna jednacina sadrzi
neodredeni ¢lan k, pa reSenje sopstvenih vrednosti postoji samo za neke vrednosti k, definisane sa (14.14).
Funkcija ¥, (x) = N sin k,,x se zove sopstvena funkcija pripadajucih sopstvenih vrednosti k,, = nm/a.

STANJA ODREDENE ENERGIJE

Sada ¢emo da adaptiramo redenje vibrirajuée strune da dobijemo resenje Sredingerove jednacine.
Sredingerova jednacina za ¢esticu mase m i potencijala V(r) je :

ih— =

v
Jt

hZVZ |4 v 14.18
—o v+ (r)] (14.18)

Kao i u primeru sa vibriraju¢éom strunom pronaé¢emo razdvojivo resenje u formi :
Y(r,t) =yY@)T() (14.19)
Istim postupkom razdvajanja dobijamo :

thdl'_ 1 n Vi +V (14.19)

—_——=|—— r .

Tdt Y| 2m v "y

| ovde imamo isti slu¢aj da obadve strane moraju biti jednake istoj konstanti da bi jednakost bila
zadovoljena za svako x i t. Oznacicemo ovu konstantu sa E. Izjedancavajuci obadve strane sa ovom
konstantnom, dobijamo separatna re$enja za Sredingerovu jednacinu.

Vremenski zavisna funkcija T(t) je oblika diferencijalne jednacine :

ar

== (_—’E) T (14.20)

h

, Cije je opste reSenje :
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T(t) = Ae™Et/h (14.21)

, gde je A proizvoljna konstanta. Konstanta E je kao i uvek neodredena ali nije tesko pogoditi njeno
znacenje. Prostorni oblik Yi(x) talasne funkcije je odreden diferencijalnom jednacinom :

[_h_zvz ' vm] YO = B (14.22)

2m
, koju mozemo prepisati jezgrovitije kao :

Hy(r) = EY(r) (14.23)

Ova jednacina se zove jednacina energetskih sopstvenih vrednosti, a funkcija y(x) se zove svojstvena
funkcija pripadajucih svojstvenih vrednosti E. Ova jednacina ima i naziv vremenski nezavisna Sredingerova
jednacina. Svojstvena funkcija Hamiltonijana je veoma posebna matematicka funkcija. Kada komplikovan
operator H deluje na funkciju oéekujemo u najmanju ruku zbrku, ali kada se radi o svojstvenoj funkciji on
daje istu funkciju pomnozenu konstantnom. Kombinovanjem ovih funkcija dobijamo specijalno resenje
Sredingerove jednacine :

Y(r,t) = P(r)e F/h  (14.24)

Sada ¢emo da pokaZemo da ova funkcija predstavlja stanja sa ostro definisanom energijom E. U principu
kada god merimo energiju ishod je neizvestan. Analogno neodredenosti impulsa moZzemo da za energiju
piSemo :

AE = \/(E?) — (E)? (14.25)

, gde je (E) ocekivana vrednost energije a (E?) je ocekivana vrednost kvadrata energije. Ove ocekivane
vrednosti za Cesticu sa normalizovanom talasnom funkcijom W(r, t) su date sendvi¢ integralom :

(E) = f Y (r, ) AY(r, t)d®r  (14.26)

(E?) = f Y (r, ) H?*¥(r,t)d3r (14.27)

Ove integrale je lakoproceniti kada je talsna funkcija data sa (14.24). U specijalnom sluc¢aju talasna funkcija
W(r,t) je slicno kao i kao i Yi(r), svojstvena funkcija Hamiltonijana, sa svojstvenom vrednoséu E i moZzemo
da iskoristimo :

HY(r,t) = E¥(r,t) (14.28)

, da dobijemo

(E) = f‘}’*(r, OHY(r, t)d3r = Ef‘l‘*(r, OW(r,t)d3r =E (14.29)
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Stavise, ako je W svojstvena funkcija Hamiltonijana, ona je takode svojstvena funkcija proizvoda

Hamiltonijana. Koristeci
H?>W(r,t) = E?¥(r,t) (14.30)

, dobijamo
(E?) = f‘}’*(r, OH*Y(r, t)d3r = Ezflp*(r, OW(r, t)d3r = E? (14.31)

Kada ove vrednosti ubacimo u jednacinu (14.25) dobijamo da je neodredenost energije nula. Ovaj rezultat
implicira da ¢e rezultat merenja energije biti izvestan i jednak E kada je talasna funkcija svojstvena funkcija
Hamiltonijana sa svojstvenom vrednoscu E. Zaklju¢imo na kraju da svojstvena funkcija Hamiltonijana uvek
opisuje stanje odredene energije.

CESTICE U OGRANICENOM PROSTORU

Jedna od kljuénih karakteristika kvantne mehanike je da su moguce energije zatvorenih Cestica
kvantizovane. Zaista, poznati kvantni energetski nivoi atomske, nuklearne i fizike estica se manifestuju u
ograni¢enim prostorima. Zamislimo da imamo Cesticu koja se krece u jednoj dimenziji sa potencijalnom

energijom :

za 0<x<a

0
V(x):{ o gde (1432)

Ovaj beskonacni potencijal ogranicava Cesticu na kutiju dimezije a kao na slici 14.01.

Slika 14.01
4 4
=16 3‘;;{ NiZi energetski nivoi Cestice
mase m ograni¢ene beskrajnim
kvadratnim potencijalom V(x),
Sirine a.
Vix)
_ o B
‘E3 = 5 211::3
L Bi? x?
Ey=4 2ma?
e
El =4 211:;3
x=0 x=a

U klasi¢noj fizici, Cestica ili lezi na dnu potencijalne barijere sa energijom nula ili se odbija napred i nazad,
izmedu prepreka nax = 0 i x = a, sa bilo kojom energijom. U kvantnoj fizici postoji mnogo vise razli¢itih
stanja Cestice. Svako je opisano sa talasnom funkcijom W(x,t) koja se pokorava jednodimenzionalnoj

Sredingerovoj jednadini :
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¥ h2 92
ot 2m ox?

ih— = ———+V(x)]‘lf (14.33)

Medutim, kada Cestica ima neku odredenu energiju E, talasna funkcija ima specijalnu formu :
Y(x, t) = P(x)e B/M (14.34)

, gde Y(x) zadovoljava energetsku svojstvenu jednacinu :

h? d?
———+V(x x) = EY(x 14.35
[ s ()]w() (9 (14.35)
Sada treba nadi fizicki rihvatljivo resenje jednacine (14.35). PoSto potencijalna energija raste naglo do
beskonacnosti za x = 0 i x = a, Cestica je ogranicena na region 0 < x < a, a van tog regiona je funkcija
Y(x) jednaka nuli. Unutar regiona, potencijalna energija je jednaka nuli i svojstvena funkcija je reSenje
jednacine (14.35), sa V(x)=0. Pojednostaviéemo ovu jednacinu tako Sto ¢éemo uzeti da je :

h2k?
E = T (14.36)
, pa dobijamo :
d%y
W = —kzl/J (1437)

Fizicki prihvatljivo reSenje ove diferencijalne jednacine dobijamo preko opsteg resenja:
Y(x) = M coskx + N sinkx

, gde su M i N konstante, i preko granicnih uslova :

Y(0) =y(a) =0

, koji osiguravaju da se raspodela verovatnoce Cestica ne promeni naglo na ivicama okvira. MoZe se
primetiti da je problem sopstvenih vrednosti energije cestica u ovom okviru isti kao i problem vibrirajuce
strune koji smo imali ranije. U obadva slucaja postoji beskonacan broj svojstvenih funkcija oznacenih sa
celim brojevima n=1,2,3 ... . One su date sa :

nm
Yn(x) = Nsink,x , k, = " (14.38)

, gde je N proizvoljna konstanta. U klasi¢noj fizici svojstvena funkcija ¥, (x) se mozZe koristiti za opis
mogucih oblika u normalnom rezimu vibriranja struna. U kvantnoj fizici one mogu da se koriste za opise
mogucih vrednosti talasnih funkcija Cestice zatvorene u oblasti, sa odredenim energijama oznacenim sa
kvantnim brojevima n=1,2,3,... . ZakljuCujemo dakle da su moguci energetski nivoi Cestica u
jednodimenzionalnoj oblasti Sirine a dati sa :
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n?m?h?
En = W ,Zan = 1,2,3, (1439)

, i da Cestica sa energijom E,, ima talasnu funkciju u formi :

iEnt
Y, (x,t) = Nsink,xe n  (14.40)

Primetimo sledede :

- Kao $to se vidi na slici 14.01, razmak izmedu kvantnih nivoa raste sa porastom kvantnog broja n.

Medutim ovo rastojanje kao funkcija energije opada :
Eny1—En 2
—— > — ,Zan -
E, n
Ovo znaci da diskretna priroda energetskih nivoa postaje manje vazna na veéim energijama.
- Najniza mogucda energija, za razliku od klasi¢ne fizike nije nula ve¢
h2m?
"~ 2ma?
Ovu tacku nulte energije mozemo razumeti preko Hajzenbergovog principa neodredenosti. Ako

Ey

je Cesticca zarobljena u regionu Sirine a onda je neodredenost njenog poloZaja Ax <a , a
neodredenost impulasa je bar reda /2a. Posto je prose¢na amplituda impulsa uvek vec¢a od Ap,
proseéna knetitka energija €estice je uvek ve¢a od (Ap)?/2m, §to je zauzvat vie od h? /8ma?.

- Prostorni oblik talasne funkcije Cestice u ogranicenom prostoru, energije E, je identi¢an
prostornom obliku normalnog rezima strune sa ugaonom frekvencijom w,,.

- Talasna funkcija Cestice u ograni¢enom prostoru, za razliku od strune koja moze biti izmestena,
nije opservabilna, ali se mozZe koristiti za gradenje osobina Cestica koje to jesu.

CESTICA U TRODIMENZIONALNOM PROSTORU

Sada ¢emo da razmotrimo relaisti¢niji slucaj ¢estice zarobljene u trodimenionalnom prostoru. Ako Cestica
ima odredenu energiju E, njena talasna funkcija ima formu :

Y(x,y,2t) =P(x,y,z)e  E/A (14.41)

, gde Y (x, y, z) zadovoljava svojstvenu jednacinu energije :

n? (9% 0% 02
P%(W Tt @) +V(xy, Z)] Y =Ey (14.42)

MoZemo da izaberemo funkciju potencijala :

0<x<al<y<blO<z<c

o, drugde (14.43)

0,
Vix,y,z) = {
, koja ogranicava Cesticu na kutiju dimenzija a,b,c . Moguca svojstvena jednacina energije i svojstvene
vrednosti Cestice mogu biti pronadeni ako nademo resenje jednacine (14.42), imajuéi u vidu da je ona
jednaka nuli na svih 6 strana kutije. Na primer, funkcija :
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Y(x,y,z) = smasmb smc

, zadovoljava traZzene uslove ako vredi :

_hznz[l 1 1]

=——|5+5+=
2m la?2  b2% 2

Tragom zvezda

Uopsteno, postoji beskrajan set svojstvenih funkcija i svojstvenih vrednosti oznacenih sa tri kvantna broja

ny =1,23..,n,=123,..,n, = 1,2,3,.... Svojstvene funkcije imaju formu :

NX  NyTy N,z

l/)nx"ynz(x:y;z)=NSin 7 sin 5

, a svojstvena funkcija energije ima formu :

Enxnynz(x' y,z) = a2

h?m? [n2
2m

(14.44)

2 2
ny nz
— + ﬁ + C_Z] (14.45)

Jednacina (14.45) pokazuje kako kvantni energetski nivoi Cestice u kutiji zavise od tri dimenzije kutije ,a,b,c

. Ono $to je najvaZnije ona pokazuje da se ovi nivoi mogu podudarati kada kutija ima specificne dimenzije.

Ovo mozemo da vidimo na slici 14.02.

2nra?

i - - R
EL[.J o= EJ.I,] . E1.3.I =11 -2

2ma®

E\pp=Eyy1=Ey =9 Lz

2ma®

E 1 ,=E 1= E, =6 Iz

2ma’

] ]

ma?

kvarkove u hedronima, imaju specificne osobine simetrije.

NEODREDENA ENERGETSKA STANJA

Slika 14.02 Energetski nivoi
u trodimenzionalnom
prostoru koji ogranic¢ava
kvantnu cesticu

Kada postoji nekoliko stanja
ili talasnih funkcija sa istom
energijom, za energetske
nivoe se kaze da su
degenerisani. Ovi nivoi su
veoma znacajni u atomskoj,
nuklearnoj i fizici cestica.
Oni nastaju jer interakcije
koje ogranicavaju elektrone
u atomu, nukleone u jezgru,

U prethodnom poglavlju smo videli da kvantna stanja sa jasno definisanim energijama E,,, su predstavljena

talasnom funkcijom :

t

Y, (rt) = tpn(r)e_iETn (14.46)
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Ovde ¢emo da pokazemo da stanja sa neodredenom energijom su predstavljena sa talsnom funkcijom
oblika :

W(r, ) = 2 cthn (Pe~Ent/h (14.47)

n=1,23...

Da bismo to uradili moramo da razumemo dva koncepta. Jedan je matematicki koncept seta baznih
funkcija a drugi fizicki koncept energetske verovatnoce amplituda.

Posto je Sredingerova jednacina linearna homogena parcijalna diferencijalna jednacina, linearna
superpozicija talasne funkcije odredenih energija je takode reSenje jednacine. Na primer, opsta talasna
jednacina za Cestice u jednodimenzionalnom ograni¢enom prostoru je :

Wx,t) = Z W (x,t) (14.48)

n=1,2,3..
, gde je:
¥, (x,t) = Nsink,x e Ent/h  (14.49)

, gde je ¢, proizvoljna kompleksna konstanta. Ova jednacina je veoma slicna jednadini za opsti slucaj
kretanja vibrirajuce strune. U jednom sluéaju imamo opstu talasnu jednacinu izraZzenu kao linearnu
superpoziciju talasnih funkcija sa odredenim energijama, i u drugom imamo opstu vibraciju izrazenu preko
linearne superpozicije normalnih rezima. U oba slucaja imamo linearnu superpoziciju sinusnih funkcija ili
Furieovu sinusni red. U komplikovanijim slu¢ajevima opsti Furieov red se mora kosristiti. Takav red, slicnan
obi¢cnom Furieovom redu, je baziran na ideji da svojstvene funkcije Hamiltonijana formiraju kompletan
ortonormalan skup osnovnih funkcija. Za ilustraciju ove ideje razmotricemo Hamiltonijan koji dovodi do
beskonacnog seta svojstvenih funkcija energije i svojstvenih vrednosti oznacenih sa ¥, (r) i E,, sa
n=1,2,3... . MoZe se pokazati da ove svojstvene funkcije formiraju kompletan ortonormalan skup baznih
funkcija. Ovo znadi tri stvari :

- Svaka svojstvena funkcija moZze biti normalizovana tako da vazi :

flwn(r)lzd3r =1 (14.50)

- Sve svojstvene funkcije Y, i Y, pripadajuca razli¢itim diskretnim E,,, i E,, su ortonormalne, tj
zadovoljavaju relaciju :

f?,b,*n(r)lpn (Md3r =0, za E, # E, (14.51)

Svojstvene funkcije kojima pripadaju degenerisane svojstvene vrednosti E,, = E,, nisu
jedinstveno definisane. Jedino mogu koristiti ovu Sirinu kako bi bili ortogonalni. Ortogonalna
relacija se onda smatra opstom.

- Svojstvena funkcija formira kompletan set zato Sto je uvek moguce da izrazi bilo koju talasnu
funkciju kao linearnu superpoziciju svojstvenih funkcija. Ovaj izraz je opsti Furieov red u formi :

Y(r,t) = 2 CpPp (r)eEnt/t (14.52)
n=123..
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, gde je ¢,, kompleksna konstanta.

Koeficijenti c,, opSteg Furieovog reda mogu se pronaéi ako nam je poznat inicijalni oblik talasne funkcije.
Na primer, za nalaZenje c3 razmotrimo :

W, 0) = i1 (r) + o, (1) + c3P3(r) + -+

, i pomnoZimo obe strane sa 3 (). Ako integralimo preko r i ako koristimo normalizaciju i ortogonalnost
integrala (jenacine 14.51i 14.52) dobijamo :

f@b;(r)‘}’(r, 0)d3r = ¢4

Ocigledno je da opsti izraz za koeficijent ¢, je :

Cp = fl/);“l(r)‘}’(r, 0)d3r  (14.53)

NaoruZani ovim koeficijentima, koristeci jednacinu (14.52) moZemo voditi evidenciju naknadne evolucije
talasne funkcije.

ENERGETSKI VEROVATNE EMPLITUDE

Sada ¢emo razmotriti fiziCku interpretaciju talasne funkcije date preko linearne superpozicije svojstvenih
funkcija energije :

W(r ) = 2 Cothy (Fe~Ent/h (14.54)

n=12...

Prvi korak je pronadi uslove za koje ¢e ova talasna funkcija biti normalizovana. Normalizacioni integral
[¥*¥Pd3r ima formu :

f[CI¢Ie+iE1t/h + Cékl/);eﬂEzt/h + ] [CII/)Ie_iElt/h + Cékl/);e—iEzt/h + "']d37‘

Koriste¢i normalizacione i ortogonalne relacije za svojstvene funkcije ¥, (r) , nalazimo da su ¢lanovi
jednacine oblika :

cere EE0 [y o

, jednaki nuli a ¢lanovi oblika :
cier [ windr

, pridonose sa |c;|? . Dakle, dobijamo :
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f‘P*‘Pd3r = lcn|?
n=1,2...

, i zaklju€ujemo da je talasna funkcija normalizovana ako koeficijenti c,, zadovoljavaju uslov :

2 lc, =1 (14.55)

n=1,2...

Sada ¢emo da izraCunamo ocekivane vrednosti energije i kvadrata energije Cestica sa talasnom funkcijom
(14.54). One su date preko relacija :

(E)=f‘P*ﬁ‘Pd3r i (E?) =fW*ﬁ2Wd3r

Da bi procenili ove integrale kada je talasna funkcija superpozicija svojstvenih funkcija y,, , iskoristiéemo

ﬁlpn(r) = EPp(r) i ﬁzl/)n(r) = E,%l/)n(r)
, i ortogonalne i hormalizacione relacije (14.50) i (14.51). Na kraju dobijamo :
(By= > leal’Bn @ (E= ) lcalE}  (1456)
n=1.2,. n=1.2,.

Sada umemo da poveZemo fizicko znacenje sa kompleksnim koeficijentima c,,. Ako se prisetimo opsteg
izraza za verovatnocu distribucije vidimo da je :

P =lcyl? n=123,. (14.57)

Jednatina (14.54) pokazuje da je distribucija normalizovana a jednacine (14.56) pokazuju da p,, = |c,|?
predstavlja verovatnocu da energija bude E,,. Zbog toga se koeficijenti c¢,, nazivaju energetski verovatne
amplitude.

VREMENSKA ZAVISNOST

Ovde ¢emo da razmotrimo fundamentalne veze izmedu energije i vremenske zavisnosti opservabilnih
osobina kvantnih stanja. Razmotrimo cesticu sa talasnom funkcijom :

Y (r,t) = P, (r)e Ent/h (14.58)

, koja definiSe kvantno stanje sa jasno definisanom energijom E,,. Mada je vremenska zavisnost opisana
kompleksnim eksponentom, koji oscilira sa ugaonom frekvencijom E,, / h, opservabilne osobine Cestice se
ne menjaju s vr.emenom. Ovo éemo ilustrovati tako Sto éemo da pokazemo da je raspodela verovatnoce
pozicije nezavisna od vremena :

W (r, OWn (1, 1) = W (et Ent M, (e Ent/h = o (N, (r)
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Cinjenica je dakle da W,, (7, t) opisuje kvantno stanje bez opservabilne vremenske zavisnosti. Verovatnoca
i oCekivana vrednost za bilo koju opservaciju se nikada ne menjaju. Takvo stanje se naziva stacionarno
stanje. Medutim, kvantno stanje neodredene energije ima opservabilnu vremensku zavisnost. Da bi ovo
pokazali razmotri¢emo cCesticu sa talasnom funkcijom :

1 ) 1 .
W (r,t) = Ellll(r)e_‘Elt/h+ El/)z(r)e_‘Ezt/h (14.59)

U ovom slucaju postoje dva moguca ishoda merenja energije, E; sa verovatnoom % i E, sa istom tolikom
verovatno¢om. Ocekivane vrednosti energije su :

1111
(E>=EE1+EE2 l (E )=EE1 +§E2

, a neodredenost energije je :
2 2 1
AE = (%) = (EV? =5 |Ey — E,|
Raspodela verovatnode pozicije za ovo stanje neodredenosti energije je vremenski nezavisna i data je sa :
1 . )
Yy = > (1112 + [2|? + iy et ETEIR 4 gy s =i E-E)E/R]

, i oscilira sa ugaonom frekvencijom |E; — E,|/h, tj sa periodom 2mh/|E; — E,| . Dakle (14.59)
reprezentuje kvantno stanje sa neodredenom energijom AE koja ima opservabilnu osobinu da osciluje sa
periodom hAm/AE. Kvantna stanja neodredene energije se zovu nestacionarna stanja zbog svoje
vremenske zavisnosti. U sustini, ova stanje se menjaju brZe sto je neodredenost energije veca. Ako je 6t
vremenska skala za zacajnu promenu a AE neodredenost energije tada je :

StAE ~ h  (14.60)

Ove opste relacije se ¢esto nazivaju Hajzenbergov princpi neodredenosti za vreme i energiju ali bi bolji
naziv bio relacija- vreme - neodredenost energije. Vreme, za razliku od pozicije, impulsa ili energije nije
opservabilno u kvantnoj mehanici. To je parametar koji se koristi kao oznaka promene sistema. Simbol 6t
nije neodredenost u ishodu merenja ve¢ vremenska skala promene opservabilnih osobina kvantnog
stanja. Ako je ova vremenska skala kratka, imamo nestacionarno stanje sa velikom neodredenoscu
energije. Ako je ova skala beskonacno velika imamo stacionarno stanje jasno definisane energije. U praksi
je granica izmedu stacionarnog i nestacionarnog stanja je suptilna. Jasno, osnovno stanje atoma je stanje
definitivne energije otuda stacionarno stanje bez vidljive vremenske zavisnosti. Shodno tome, elektroni u
atomu, iako imaju kineticku energiju, nemaju vremenski zavisne osobine. Na prvi pogled, atom u
pobudenom stanju je takode u stanju jasno odredene energije. Zaista, njegova talasna funkcija je
svojstvena funkcija energije Hamiltonijana, koji opisuje interakciju izmedu cestica unutar atoma. Kao
takav, atom treba da bude u stacionarnom stanju, stanju bez vremenske zavisnosti. Ali atom u
eksitovanom stanju mozZe da emituje elektromagnetno zracenje i vrada se u osnovno stanje. On je
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medutim u skoro stacionarnom stanju pa prema relaciji (14.60) , njegova neodredenost energije mora biti
jako mala. U stvari pobudeno stanje atoma ima neodredenu energiju jer Hamiltonijan ne opisuje samo
interakcije izmedu Ccestica unutar atoma veé i interakcije izmedu ovih Ccestica i promenijivih
elektromagnetnih polja koja su uvek prisutna, ¢ak i u praznom prostoru. Ove interakcije dovode do
energetske neodredenosti AE, koje u skladu sa jednacdinom (14.60) daje :

h
AE=— (14.61)

, gde je T srednji Zivotni vek u pobudenom stanju. Kao posledica toga, talasna duZina zracenja koju emituju
atomi u deeksitaciji je neodredena i posmatrana spektralna linija ima prirodnu Sirinu linije. Ali u vedini
situacija Sirina prirodne linije je manja od Sirine linije koja nastaje usled kretanja i sudaranja atoma. Na
kraju, malo je ¢udno Sto u kvantnoj mehanici se vreme i prostor tretiraju drugacije, vreme je oznaka, dok
se pozicija moZe meriti. Ako ih tretiramo razli¢ito onda je to protivho duhu opste relativnosti koja
naglasava jedinstvo prostora i vremena. Zaista, ovaj nedostatak je problem kvantne mehanike koji se u
relativistickoj kvantnoj mehanici ispravlja tako Sto se i prostoru dodeljuje svojstvo neodredenosti ili
nemerljivosti.Obadva pojma postaju operatori kvanntih polja.

Uvid u to kako kvantne Cestice mogu biti povezane ili rasute u potencijalnom energetskom polju moze se
dobiti iz modela zasnovanog na potencijalnoj jami i potencijalnoj barijeri. U ovim modelima Sredingerova
jednacina se moZe resiti uz relativno jednostavnu matematiku. Da bi istraZili vezana i nevezana kvantna
stanja, razmotricemo ponasanje Cestice mase m u jednodimenzionalnom potencijalnom energetskom
polju datomsa:

w ,—o<x<0
Vix) ={-V, 0<x<a (14.62)
0 ,a<x<ow

Kao sto je prikazano na slici 14.03, potencijalna energija ima drasticne promenezax =0ix =a.Tujei
potencijalna jama koja moZe ali i ne mora zarobiti esticu, kao i potencijalni zid na x=0 koji odbija Cestice.
Dobro bi bilo da znamo i kako se u ovom sistemu ponasa klasi¢na Cestica. Ukupna energija Cestice je data
kao suma njene potencijalne i kineticke energije.

2

E=P 1ve) (1464
2m
Kada je ova energija negativna ili tamo gde je njena energija u opsegu od E = =V, i E = 0, Cestica je

vezana ili zarobljena unutar potencijalne jame dubine V,, i kre¢e se unutar opsega 0 < x < a sa
kinetickom energijom E + V.

Medutim kada je energija Cestice pozitivha tada je Cestica nevezana. Na primer, Cestica moZe prici
potencijalnoj jami iz pravca x = +0, sa konetickom energijom E, povecati svoju energiju na E + V, kada
se priblizi x = a, pogoditi beskonacno visok potencijalni zid na x = 0 i vratiti se nazad prema x = +oo.
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I'f{ .-"{-} = T T [’;[ xX)=— ["J[] I”’(.T} = ()

x=0

o
Il

o

Slika 14.03 — Sematski izgled potencijalne jame i potencijalne barijere

Ponasanje kvantne ¢estice u ovom polju se moze opisati talasnom funkcijom W(x,t) cije je reSenje
Sredingerova jednacina :

ov h? 9%y

l E = —ﬂw + V(.?C)qJ (1465)

Kada Cestica ima odredenu energiju E, talasna funkcija ima formu :
Y(x,t) = P(x)e E/h (14.66)
, gde je Y(x) svojstvena funkcija koja zadovoljava svojstvene vrednosti energije jednacinom :

h? d%y
TS I + V()Y =Eyp (14.67)
Jednom kada resimo ovu jednacinu svojstvenih vrednosti i pronademo sve moguce svojstvene vrednosti
energije i sve svojstvene funkcije, moZzemo predstaviti svako kvantno stanje cestice u potencijalnom polju
kao linearnu superpoziciju svojstvenih funkcija. Za resenje jedancine, treba primetiti da potenicjal V (x)
dat sa (14.62, ima konstantne vrednosti u tri regiona na x osi (—o0 < x < 0,0 <x <a,a <x < +00).
Pronacdi éemo reSenje jedancine (14.67) u ova tri regiona i spojiti ih na grani¢nim slucajevima x = 0,x =
a, da bi dobili fizicki prihvatljivu svojstvenu funkciju. Posto se potencijal V(x) skokovito menjaux = 0i
x = a, mozemo jedino zahtevati da svojstvena funkcija bude glatka ako je mogudée. Konkretno,
zahteva¢emo da ¥ (x) bude neprekidna na x = 0 i x = a, da bi izbegli neprihvatljive skokovite promene
u verovatnodi gustine pozicije. Diferencijalna jednacina (14.67) sa potencijalom iz (14.62) tada implicira
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da prviizvod ¥ (x) bude neprekidan u x = aiprekidan ux = 0. Nama su interesantna dva tipa svojstvenih
funkcija. Svojstvene funkcije vezanih stanja i vezane funkcije nevezanih stanja. Ako vezano stanje postoji,
ono ima negativnu energiju svuda izmedu E = =V, i E = 0 . Ovde ¢emo uzeti da je E = —¢, gde je €
energija vezivanja. U regionu —oo < x < 0, potencijalna energija je beskonacna a samim ti i jedino
moguce resenje jednacine je (14.67) je Y (x) = 0, oznacavajudi da se Cestica nikada ne moze naci u

negativnom x regionu. U regionu 0 < x < a, potencijalna energija je V(x) = —V,, ajednacina (14.67) ima
formu :

d%y ) ) h2k?

ke —k§y ,gde je E = T Vo (14.68)

Opste resenje ove druge po redu diferencijalne jednacine ima formu :

Y(x) = Csin(kyx +7v)

, gde su C iy proizvoljne konstante. Da bi obezbedili neprekidnost ¥/(x) u x = 0, postavicemoy = 0 pa
imamo da je sada opste resenje :

Y(x) = Csin(kyx) (14.69)
U regionu a < x < oo, potencijalna energija je nula i jednacina (14.67) ima formu :

d? h2a?
_dxlf =a?y ,gdejeE =—

14.70
o (1470)

Opste resenje ove jednacine je :
Y(x) =Ae ™ + A'e™*

, gde su A i A’ proizvoljene konstante. Da bi obezbeili da svojstven afunkcija bude konacna u
beskonacnosti, postavicemo A’ na nula, pa je konacno resenje :

Y(x) = Ae™  (14.71)

Ranije smo napomenuli da moramo obezbediti kontinualnost svojstvene funkcije kao i njenog prvog
izvoda ux = a.Kontinualnost ¥(x) zahteva daje:

Csinkya = Ae™**  (14.72)
, a kontinualnost prvog izvoda daje :
koCcoskya = —ade™** (14.73)
Ako podelimo ove dve jednacine dobijamo :

koctgkoa = —a (14.74)
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Ova jednacina postavlja uslove za glatko¢u veze na x = a funkcija C sinkyx i Ae~**. To je netrivijalan
uslov koji je samo zadovoljen u slu¢aju kada kg i o uzimaju specijalne vrednosti. Jednom kada pronademo
te posebne vrednosti, bicemo u mogucénosti da da pronademo vezivnu energiju vezanih stanja iz :

h%a?

2m

Da bi pronasli ovu energiju treba da primetimo da kg i o nisu nezavisni parametri. Oni su definisani sa :

g P h2ky” v
~ 2m PR 2m 0
, Sto daje :
h2w?
a? + k3 =w? gde jewdatosa: V, = oy (14.75)

Dakle, imamo dve jednacine (14.75) i (14.74) koje nam omogucavaju povezivanje parametara. Ove
jednacine mozZemo da reSimo graficki kao prese¢ne tacke funkcija sto je prikazano na slici 14.04.

3 =
(©)
2:5'F N
2 —
. ®)
=
g
ELSI g
2
1 _
(A)
05F b
0 Slika 14.04
0 0.5 1 5 2 2.5 3
kO u jedinaicama n/a Analiza

slike 14.04 pokazuje brojne presecne tacke, pa samim tim i brojna vezana stanja i to se sve povecava sa
dubinom potencijalne jame. Konkretno, vezana stanja ne postoje za plitku potencijalnu jamu sa :
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< T
W —
2a
Postoji jedno vezano stanje za :
T cw< 3
—<w<—a
2a 2
, i dva vezana stanja za :
3 << 5n
— W —
2 2

, i tako dalje. Da bi ilustrovali prirodu vezanih stanja razmotri¢emo potencijal sa dubinskim paramterom

2m .. . .
w = 7”, Sto odgovara potencijalnoj jami dubine :

2h?%m?
Vo =

ma?

U ovom slucaju imamo dva vezana stanja, osnovno stanje i prvo pobudeno stanje sa vezivnom energijom

h%m? h%m?
Zmaz iEZ = 1.17

€, = 3.26
! 2ma?

Odgovarajuce svojstvene funkcije su prikazane na slici 14.05. Ove svojstvene funkcije pokazuju da se

vezana kvantna Cestica moZe pronaci van klasi¢nog zatvorenog prostora (0 < x < a). Specifi¢no, za x >

0, vezano stanje svojstvene funkcije ima nenultu vrednost datu sa:

Y(x) = Ae

Dakle, raspodela verovatnode pozicije za vezanu Cesticu pada eksponencijalno kako se x probija u
zabranjeni region kod klasicnog razmatranja. PoSto je parametar a povezan sa vezivhom energijum €
preko relacije : € = h%a?/2m , stepen kvantnog proboja u klasi¢no zabranjeni region je izraZeniji kada je
vezivna energija manja.

Sada ¢éemo da razmotrimo Cesticu sa pozitivnom energijom koja je prisla potencijalnoj jami sa desne strane
i posle se reflektovala od x = 0. Korisno je napisati energiju Cestice kao :

kG Rk

E _O_Zm

14.76
- (14.76)

, i primetiti da ako se Cestica podvrgava zakonima klasic¢ne fizike da ¢e njen impuls biti ik, unutar jame a
hk van potencijalne jame.

Ali Cestica je u stvarnosti podrvrgnuta zakonima kvantne mehanike. Ima talasnu funkciju u formi :

Y(x, t) = P(x)e Et/M
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Slika 14.05 Svojstvene funkcije energije za Eestice u potencijalnoj jamisaa = 11V, = 2h%?n?/ma?

| u ovom slucaju éemo da pronademo svojstvenu funkciju sledeci proceduru koju smo imali kod vezanih
stanja. Ponovo ¢emo da pronademo resenje jedancine (14.67) u tri regiona na x osi i izjednaciti ih na
prelomnim tackama. Kao i ranije za x < 0, svojstvena funkcija je nula zbog beskonacne potencijalne
energije u tom regionu. U regionu potencijalne jame (0 < x < a) svojstvena funkcija ima istu formu kao
i kod vezanih stanja, dakle :

Y(x) = Csinkyx (14.77)
I na kraju u treéem regionu, gde je potencijalna energija nula, svojstvena funkcija ima formu :

d*y
W = —kzl/J (1478)

, Cije je resenje :

Y(x) = Dsin(kx +8) (14.79)
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Konstantu 6 zovemo fazni pomak. Isto kao u prethodnom slucaju cilj nam je naci svojstvenu funkciju koja
je neprekidna kao i njen izvod u x = a. Kontinualnost funkcije ¥(x) daje :

Csinkga = Dsin(ka+6) (14.80)
, @ kontinualnost izvoda daje :
koC coskya = kD cos(ka + 6) (14.81)

Ako podelimo ove dve jednacine dobijamo :
koctgkoa = kctg(ka+38) (14.82)

Ove jednacine postavljaju uslove za glatkost prelaza funkcija C sinkyx i D sin(kx + §) na x = a. Kada
razmatramo analogne jedancine za svojstvene funkcije vezanih stanja, nalazimo da je gladak prelaz jedino
moguc¢ kada energija uzima specijalne diskretne vrednosti. Ovo nije slucaj za nevezana stanja. Ovde kada
izaberemo bilo koju vrednost energije E, pronalazimo ki k, preko (14.76) i koristeci (14.82) nalazimo fazni
pomak &. Dakle za pozitivhu energiju E uvek moZemo pronadi svojstvenu funkciju u formi

0, —o<x<0
Px) = Csinkgx , 0<x<a (14.83)
Dsin(kx+38) , a<x <+

Primetimo da postoje lelujanja sa talasnim brojevima k; i k u regionu gde klasi¢na Cestica ima momente
hk i hk. Ova talasanja su ilustrovana slikom 14.05, koja pokazuje svojstvene funkcije za nevezanu Cesticu
sa energijom E = 2h?m?/ma? u potencijalnoj jami dubine V, = 2A?m?/ma?. Jedanéinu (14.83) mozemo
prepisati na drugi nacin da bi nam otkrila reflektovani talas od potencijalnog zida na x = 0. Da bi
identifikovali incidentu i refleksionu komponentu, napisimo jednacinu preko kompleksnih koeficijenata.
Ako uzmemo da je:

eLO _ e—i@
sinf = T
, i ako uvedemo dve nove konstante :
I De—2i5
bo==—5 A=

, dobijamo :

Age~Ho* — Ajetho* | 0<x<a

= . e 14.84
¥ {Ae‘”‘x — Ae?ibelkx g < x < 400 ( )

Sada moZemo identifikovati odbijeni talas koji se krece natrag i napred sa talasnim brojem k, unutar
potencijalne jame, iizvan nje, moZemo detektovati dolazne i odlazne talase sa talasnim brojem k ali sa
fazama pomaknutim za 28. Ovi talasi reprezenzentuju Cestice impulsa fk reflektovane od potencijalne
barijere na x = a i one na x = 0. Posto dolazni i odlazni talas imaju istu amplitudu |4|?, refleksija je
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kompletna. Sada ¢e i znalenje faznog pomaka postati jasno. Cak i kada koristimo re¢i kao $to su, putovanje
unazad, unapred, dolazni ili odlazni, svojstvena funkcija data sa (14.84) opisuje kvantno stanje koje istice
neopservabilnu vremensku zavisnost posto je to stanje odredene energije E. Da bi opisali dinamiku
reflektovane cestice na ispravan nacin, potrebno nam je nestacionarno kvantno stanje neodredene
energije. Takvo stanje moZze biti predstavljeno u regionu a < x < 400 sa dolaze¢om grupom talasa u formi

+00 i(E't+p'x) p’z
Y (x,t) = f c(ENe R dE' ,gdejeE' =—
0 2m
, a odlazedi grupom talasa
+oo : ! ! : !
Ye(x, 1) = f c(E")e 1(B"t=p'x)/ho218E" gE
0

Funkcija c(E") je verovatnoéa amplitude energije , |c(E")|?dE’ je verovatnoca da &estica ima energiju
izmedu E’ i E’+dE’. Ako funkcija |c(E")|? dostize maksimum za E’=E, grupni talas predstavlja odlazni i

dolazni talas Cestice energije E, impulsa p = V2mE i brzine v = p/m. U ovom slucaju jedino moZzemo da
vidimo da vaizi :

Y (x,t) x F(t + x/v) (14.85)

X
We(x,t)  F (t -~ Zhds/dE) (14.86)

, gde funkcija F specificira oblike dolazne i odlazne grupe talasa. Ove jednacine pokazuju da energija
zavisna od faznog pomaka, §(E), je povezana sa vremenskim kasnjenjem koje se desava kroz proces
refleksije. Ovo kasnjenje aproksimativno iznosi :
o dé
T~ 2h—
dE
Vreme kasnjenja je negativno za Cesticu reflektovanu od potencijal kao na slici 14.03 posto Cestica ubrzava
kada ude u potencijalnu jamu na x = a.

PROBIJANJE POTENCIJALNE BARIJERE

Prolazak preko i kroz klasi¢no zabranjene zone je jedna od najvaznijih osobina kvantnih ¢estica. U ovom
delu ¢éemo da pokazemo kako se cestica moZe probiti kroz potencijalnu barijeru. Da bi sacuvali
matematicku jednostavnost koliko god je to moguée razmatraéemo cCesticu u jednostavnhom
potencijalnom polju koje moZemo predstaviti na sledeéi nacin :
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0,-0o<x<0
Vix) =4Vz ,0<x<a (14.87)
0,a<x<+o

, koja je graficki ilustrovana na slici 14.06

Fix)=10 Vix)=¥g Vix)=10

Slika 14.06. Potencijalna barijera

Ako se klasi¢na Cestica pribliZi barijeri sa leve strane, ona ce biti reflektovana ako joj je energija manja od
Vg, odnosno transmitovana ako joj je energija veca od V5. Mi éemo da vidimo ovde, da ako se kvantna
Cestica priblizi barijeri, da je ishod neizvestan, moze biti reflektovana ali mozZze biti i transmitovana. Veoma
je bitno da kvantna Cestica sa manjom energijom od Vg moZze biti transmitovana a ovde ¢emo da nademo
verovatnocu da se to i dogodi. Ponasanje ¢estice mase m u polju potencijala V(x) je opisano talasnom
funkcijom W(x, t) koja je resenje Sredingerove jednacine :
0¥ h? 9%y
i Bt T Im + V()WY (14.88)

Da bi opisali dinamiku sistema, neodredenih susreta sa barijerom, naci éemo talasnu funkciju ¥ (x, t), koja
opisuje dolazedu Cesticu i verovatnocu refleksije i transmisije. Ova talasna funkcija bi trebalo da dovede
do toga da dolazni impuls verovatnoce predstavlja Cesticu koja se pribliZzava barijeri pre susreta s njom.
Posle susreta postojace dva impulsa verovatnoce, jedan reperezentuje mogucu reflektovanu cesticu a
drugi transmitovanu. Prema standardnoj interpretaciji talasne funkcije, refleksija i transmisija postoje kao
moguce opcije do detekcije ¢estice. Kada se ovo desi talasna funkcija W(x, t) se urusava i jedna ili druga
opcija se realizuje, sa verovatno¢om koja odgovara magnitudi reflektovanog ili transmitovanog impulsa.
Ovaj opis dinamike sistema sugerise da problem treba resiti u domenu vremenski zavisne kvantne
mehanike. Kvantno stanje koje opisuje dolazecu cesticu i verovatnoca refleksije i transmisije nisu
stacionarna stanja. Kao i stanja tako i stanja neodredene energije predstavljaju linearnu superpoziciju
svojstvenih funkcija energije. U ovom slucaju postoji kontinuum mogucih energija i talasna funkcija ima
formu

Y(x,t) =fc(E’)1/JEr(x)e_iE’t/th’
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, gde je Y/ (x) svojstvena funkcija sa energijom E’, sa odgovarajucim grani¢nim uslovima. Funkcija c(E")
je verovatnoéa amplitude energije, a |c(E")|>dE’ je verovatnoca da ée &estica imati energiju u opsegu E’
iE’' + dE'. Ako funkcija |c(E")|? ima pik na E’ = E , funkcija W(x, t) odgovara lokalizovanoj talasnoj grupi
i reprezentuje Cesticu energije E u susretu sa barijerom. lako je vremenski zavisna kvantna mehanika
neophodna za konceptualno razumevanje neodredeneosti susreta Cestice sa barijerom, ipak ona nije
potrebana za izraCunavanje verovatnoce refleksije i transmisije. Ove verovatnoce se dosta jednostavno
mogu nacéi pomocu vremenski nezavisne kvantne mehanike.

Pod uslovom da je neodredenost energije mala u poredenju sa varijacijama u potencijalnoj energiji V (x)
moZemo izraCunati verovatnoce refleksije i transmisije razmatrajuci stacionarno stanje odredene energije.
Takvo stanje je predstavljeno talasnom funkcijom :

Y(x,t) = Pg(x)e F/"  (14.89)

, gde je P (x) svojstvena funkcija sa energijom E koja zadovoljava jednacinu svojstvenih vrednosti :

h? d*yg
T A + V()Y =Eyy (14.90)
Posto je priroda potencijala V(x) prikazanog na slici 14.06, jako jednostavna, lako je naci svojstvene
funkcije koje opisuju dolazni, reflektovani i transmitovani talas. Procedura je kao i ranije, parcijalno
odredivanje funkcija i uspostavljanje njihove glatkoce i neprekidnosti na grani¢nim tackama. Sa leve strane
barijere V(x) je jedanka nuli i svojstvena funkcija ¥z (x) zadovoljava jednacinu :

Py _ R
T2 = —k*yg, gdejeE = oy

(14.91)

Redenje koje predstavlja incidentni i reflektovani talas amplituda |4;|% i |Ag|? respektivno je :
Ye(x) = Aje™* + Age % (14.92)

Oblik svojstvene funkcije unutar barijere zavisi kako od energije iznad tako i energije unutar barijere. Kada
je E > Vg, region 0 < x < aje klasi¢ni dozvoljen interval sa svojstvenom funkcijom koja se upravlja prema

dzl/)E 2 . h2k§
2 - ks¥e gdejeE =——

+Vy (14.93)

Opste reSenje uklju€uje dve proizvoljne konstante i ono je talasne prirode sa talasnim brojevima kp :
Yp(x) = AetkBX 4 A'e~k8X  (14.94)
Kada je E < Vp region (0 < x < a) je klasi¢no zabranjen region. Ovde je svojstvena funkcija odredena sa

hZﬁZ
2m

d* .
Ff=ﬁ2¢5,gde1e E=-—

+Vy  (14.95)
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, @ njeno opste reSenje je :
Yp(x) = Be P* + B'eP*  (14.96)

, gde su B i B’ proizvoljne konstante. Potencijalna energija je opet jednaka nuli sa desne strane barijere.
Ovde svojstvena funkcija zadovoljava jednacinu (14.91) i reSenje koje predstavlja transmitovani talas
amplitude |A;|? je dato sa :

Ye(x) = ATeikx

Ako glatko spojimo ova reSenjanax = 0 i x = a, pronaci éemo intezitete reflektovanog i transmitovanog
talasa. Konkretno, mozemo izvesti izraze za pokazatelje :

) R .V

= — = — 14.97
ar LT @49

Posto je verovatnoca pronalaska estice na x osi proporcionalna |y (x)|? ovi odnosi predstavljaju
verovatnoce. R je verovatnoca da ¢e se Cestica odbiti a T da e se transmitovati. Za ove dve verovatnode
vazidaje R+ T = 1. Sada éemo da usmerimo nasu paznju na na Cestice koje imaju energiju manju od
barijere da bi izveli aproksimativne izraze za transmisionu verovatnocu sto je korisno kada je barijera
Siroka. Drugim re¢ima nadi éemo verovatnocu tenelovanja kroz Siroku barijeru.

TUNELOVANJE
Svojstvena funkcija Cestice sa energijom ispode veliCine barijere je data slede¢om jednacinom :

Aje™* + Ape X zg —00 < x < 0
Yp(x) =§ Be™P*+B'ef* za0<x<a (14.98)
Are**  zaa < x < +oo

, sa konstantama A;, Ag, A7, B i B' koje obezbeduju da Y g(x) i dyg/dx nisu prekidnenax =0, x = a.
Kontinualnost na x = 0 zahteva :

, dok kontinualnost na x = a zahteva:
Be P+ B'ePa = Are*@ | — BBe B2 4+ BB'eF = ikAretke

Nas cilj je pronaci verovatnocu tunelovanja. Da bi to uradili izrazicemo konstante A+ i A; u funkciji od B.
Prvo, koristimo kontinualnost na x = 0 da dobijemo:

2ikA; = —(B —ik)B+ (B +ik)B" (14.99)
Posle toga iskoristimo i uslov kontinualnostinax = a :

) 2 + ik
Apetka = _ﬁBe—ﬁa i B = Be‘zﬁa'g— (14.100)

B — ik B — ik
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Sada idemo samo pravolinijski do rezultata, izraZavanja A; i Ar preko B, da dobijemo verovatnocu
tunelovanja :

_Ag)?
T=TAF (14.101)

Da bi izbegli algebarsku dosadu, pojednostavicemo stvari tako sto éemo da pretpostavimo da je Cestica

naisla na $iroku barijeru tako da je e 72 « 1. Kada je to slu¢aj onda je i B’ mnogo manje od B pa jednatina
(14.99) dobija oblik :

2ikA; = — (B — ik)B
Kombinovanjem ovoga sa (14.100) dobijamo :

_ 4ikBe” pa
G-z

ATeika ~

Ovo znaci da je verovatnoda tunelovanja data sa :

16k2 B2 2pa
(,32 + k2)2]

Ako iskoristimo relacije :

_V2mE i B V2m(Vg — E)
T h I T

, dobijamo izraz za verovatnodu tunelovanja :

[M] —2Ba (14.102)

Dakle, pod uslovom koji smo naveli da je e~2P2 « 1, talasnom funkcijom unutar barijere dominira
eksponencijalno opadajudi ¢lan ,Be‘ﬁx, pa je verovatnoca prolaska kroz barijeru Sirine a proporcionalna
sa e2Pa_y stvari, ova eksponencijalna zavisnost faktora prodiranja 3 i Sirine potencijalne barijere a je
najznacajnija i najkorisnija karakteristika jednacine tunelovanja (14.102). Sada éemo da ilustrujemo
vaznost proboja barijere razmatrajuci dva procesa. U prvom imamo elektron kao Cesticu a u drugom
proton.

PROBOJ ELEKTRONA

Poznato je iz teorije fotoelektricnog efekta da minimalna energija otrebna za izbacivanje elektrona sa
povrsine metala je reda nekoliko elektronvolti. Ova energija je neophodna zbog toga $to elektroni u
metalu borave u privlachom potencijalnom energetskom polju koje se povecava na povrsini tako da je
potencijalni korak za nekoliko elektronvolti veéi od energije elektrona sa najviSom energijom u metalu.
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Kada se dve metalne povrsine priblize jedna drugoj na dovoljno malu udaljenost, javljaju se dva regiona
sa niskim potencijalom i potencijalna barijera sli¢na onoj na slici 14.06. Ali barijera ne sprecava elektrone
da se krecu kroz gepove izmedu povrsina. Elektroni su kvantne cestice koje mogu prolaziti kroz barijeru
sa verovatno¢om prolaska datom jednacinom (14.102) ili aproksimativno sa :

‘V27ne(vb _'E)

T = _Zﬁa =
e sap -

(14.103)
U ovom izrazu a je Sirina meduprostora izmedu povrsina metala, m, je masa elektrona, Vz je visina
barijere na povrSinama, a E je energija elektrona sa najviSom energijom u metalu. Jednacina (14.103)
implicira da je verovatnoda proboja barijere veoma osetljiva na Sirinu meduprostora izmedu povrsina
metala. Zaista, ako se Sirina prostora promeni za Aa, odnos promene verovatnode proboja je dat sa:

AT
T = —2BAa (14.104)
Kao numericka ilustracija znacenje ove formule, razmotrimo tipi¢nu situaciju u kojoj je 4 eV potrebno da
izbace elektron iz metala. Ovo znaci da je potencijalna barijera za oko 4 eV veéa od energije elektrona pa
je parametar proboja B u tom slucaju :

B = —Vzme(hw ~101%m~1 (14.105)

Zamenom ove vrednosti u (14.104) moZemo ilustrovati neverovatnu osetljivost verovatnoée proboja
elektrona. Na primer, dolazi do ¢ak 2% promena u verovatnodi ako se udeljenost povrsina metala promeni
za 0.001 nm. Ova osetljivost elektrona se koristi u uredaju koji se zove mikroskop skeniranja proboja. U
ovom uredaju je ostra metalna sonda pozicionirana u blizini povrsine koju ispitujemo. Udaljenost je
podesena da bude dovoljno mala da indukuje tunelski efekat elektrona izmedu sonde i povrsine, a
potencijalna razlika izmedu sonde i povrsine je takode postavljena tako da postoji neto struja curenja
elektrona u jednom smeru. Kada se sonda premesta ili skenira povrsinu, povrsinske osobine atomskih
dimenzija ¢e dovesti do merljive promene struje curenja elektrona. Na taj nacin ova vrsta mikroskopa
mozZe napraviti mapu pojedinacnih atoma na povrsini.

PROBOJ PROTONA

Centar Sunca sadrzZi jonizovani gas koji se sastoji od elektrona, protona, svetlih jezgara atoma na
temperaturi od oko 107 K. Protoni i atomska jezgra se veoma &esto sudaraju, povremeno se priblizavaju i
povemeno se odbijaj uz oslobadanje energije koja se oslobada kasnije kao svetlost sa povrsine kao Sto je
sunceva. Da bismo razumeli kako se deSava proizvodnja termonuklearne sunceve energije, izolujmo dva
protona koja se priblizavaju jedan drugom u blizini centra Sunca. Oni se krecu u jonizovanom gasu sa
termalnom kinetickom energijom reda :

E =~ kT = 1keV
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Zajednicka potencijalna energija dva protona zavisi od njihove razdvojenosti. Kako je ilustrovano slikom
14.07. potencijalna energija na vecim razdaljinama r je dominantna u odnosu na Kulonov odbojni
potencijal :

eZ

V(r) =

4meyr

Ali na manjim rastojanjima kada r postaje poredivo sa udaljenostima na kojima deluju nuklearne sile koja
su velicine ry = 2-10~'°m, potencijalna energija postaje privla¢na. Dakle kada se protoni priblizavaju
jedan drugom u centru Sunca, oni to rade sa energijama koje su reda keV, i susrecu Kulonovu barijeru
reda MeV. Prema klasi¢noj fizici postoji jasno definisana distanca najblizeg pristupa . data sa

2

e
E= 14.106
4rregre ( )

«——  Kulonova barijera e2/4reyr

Kir)

pristupna energija E

A F W B F WS E WS EWSEYEEEEEEEE S e

i

T

Slika 14.07. Sematska prezentacija potencijalne energije dva protona na medusobnoj udaljenosti r.

Posto je ova distanca za tri reda veliCine veéa od opsega dejstva nuklearne sile ry, moguénost bliskog
susreta i mogucnosti za nuklearnu fuziju izgledaju jako maglovito. U stvari, termonuklearna fuzija na
Suncu, kao i na drugim zvezdama je jedino i moguca zahvaljujuéi protonima koji su kvantne Cestice koje
mogu probiti potencijalnu Kulonovu barijeru. Dva protona sa energijom prilaska E, su opisana sa
svojstvenom funkcijom ¥ (7), koja se pokorava vremenski nezavisnoj Sredingerovoj jednacini :

[_gvz + vm] PO) = Ep()  (14.107)
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, gde je V(r) potencijal sa slike 14.07, a 4 = mp/Z, redukovana masa protona jer ih posmatramo dva. Za
dva protona niske energije, relevantna svojstvena funkcija nije ugaono zavisna i ima formu :

W(r) = @ (14.108)

, gde u(r) zadovoljava relaciju :

h? d%u
—ZW + V(r)u =E (14108)
Neé¢emo pokuSavati da reSimo ovu jednalinu. Umesto toga koristicemo rezultate dobijene za
jednodimenzionalnu barijeru da napisemo dovoljno uverljiv oblik svojstvene funkcije i tada proceniti
verovatnocu proboja Kulonove barijere. Po¢nimo sa razmatranjem trodimenzionalne barijere konstantne
visine Vi Sirine r; — ry. U ovom slucaju, funkcija u(r) opada eksponencijalno u klasi¢no zabranjenu zonu
kako r postaje manje i to je dato sa:

u(r) o« efr

, gde je B dato sa:

Verovatnoda da se proton probije od r = 7. do r = ry je aproksimativno jednaka odnosu |u(ry)|?i
|lu(rc)|? idatajesa:

T ~ [el-A0c=I|*  (14.109)

Razmotrimo sada barijeru prikazanu na slici 14.07. U ovom sludaju svojstvena funkcija u klasi¢no
zabranjenoj zoni je opet aproksimativno data sa :

u(r) o« efr
, ali B sada zavisi od ridato je sa:

n2p2 2
_MET,
2u  Amegr

E =

Verovatnoca da se dva protona probiju od r = 1, do r = ry je u opStem slucaju data jenacinom (14.109)

2

T ~ |e[‘frrﬁﬁdr] (14.110)

Ako pretpostavimo da je - > ry i reSimo gornji integral dobijamo :

T ~e VE/E (14.111)
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, gde je E relativna energija protona, a E; je dato sa :

2

E; = e’ 2mluc? (14.112)
G 4meghc

Energija E; se zove energija Gamova i iznosi 493 keV.Sada ¢emo da procenimo verovatnocu da dva

protona produ kroz Kulonovu barijeru, koja ih inaCe zadrzava osim u slucaju njihovog sudara u blizini

centra Sunca. Ako u jednacinu (14.111) uvrstimo tipi¢nu termalnu energiju od E=1 keV, dobijamo :

T~3-10710

Dakle vidimo da je verovatnoca takva da jedan u 30 milijardi protona uspe da prede Kulonovu barijeru. |
kada to urade postoji Sansa da se fuzionisu i oslobode termonuklearnu energiju. U praksi se zvezde
razvijaju sporo, prilagodavajudi svoju temperaturu tako da prose¢na toplotna energija jezgre je poprilicno
ispod Kulonove barijere. Fuzija zatim nastavlja da se odvija sporo, srazmerno verovatnoc¢i probijanja
Kulonove barijere pa nuklearno gorivo traje na vremenskoj skali veoma dugo.
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HARMONIJSKI OSCILATOR

Harmonijski oscilator je igrao glavnu rolu u razvoju kvantne mehanike. Plank je 1900. godine napravio
smelu pretpostavku da se atomi ponasaju slicno oscilatorima sa kvantizovanom energijom, kada emituju
odnosno apsorbuju zracenje. AjnStajn je 1905. godine pretpostavio da se elektromagnetno zracenje
ponasa na sli¢an nacin kao elektromagnetni harmonijski oscilator sa kvantizovanom energijom, a 1907.
godine je pretpostavio da se eleasti¢ne oscilacije ¢vrstog tela ponasaju kao sistem mehanickih oscilatora
sa kvantizovanom energijom. Na ove pretpostavke se pozivalo kada se objasnjavalo zracenje crnog tela i
fotoelektricni efekat. Nakon toga je kvantna teorija obezbedila osnovni opis obadva harmonijska
oscilatora, i mehanickog i elektromagnetnog.

KLASICNI OSCILATOR

Najjednostavniji primer harmonijskog oscilatora je Cestica na opruzi koja ima konstantu elasti¢nosti k.
Kada se Cestica izmesti iz svog ravnoteznog poloZaja, javlja se sila F = —kx koja deluje u suprotnom smeru
i pokusava da vrati Cesticu na polaznu poziciju. Posto je za pomeranje Cestice iz pozicije x do x + dx
potrebno uloZiti rad kxdx, potencijalna energija koja je sadrzana u Cestici izmestenoj na konac¢nu distancu
Xje:

X
1
V(x) = f kx'dx' = Ekx2 (15.1)
0

Ova potencijalna energija se konvertuje u kineticku energiju kada se Cestica oslobodi. Jednacina kretanja
Cestice mase m je :

X
mw = —kx (152)

, koja se Cesto piSe u obliku :

2

X = —wx

, gde je X ubrzanje Cestice, a w = +/k/m . Opste resenje jednacine je :
x =Acos(wt+a) (15.3)

, gde su A i a dve konstante koje mogu biti odredene iz grani¢nih uslova. Na primer ako je Cestica
oslobodena iz stanja mirovanja iz pozicije x,, tadaje A = x5 a @ = 0. Jednacina (15.3) opisuje jednostavne
harmonijske oscilacije, amplitude A, faze o i ugaone frekvencije w, tj perioda 2m/w. Tokom kretanja
potencijalna energija raste i opada kako kineti¢ka energija opada i raste. Ali ukupna energija koja je zbir
potencijalne i kineticke energije ostaje konstantna i jednaka :

1 1 1
E= Emfcz + Ekx2 = Ema)ZAZ (15.4)
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U realnom svetu kvantne mehanike jednostavne harmonijske oscilacije, odredene energije, frekvencije,
faze i amplitude se nikada ne desavaju. Vide¢emo da u kvantnoj mehanici oscilatori imaju odredenu
energiju i ne osciluju ili osciluju sa neodredenom energijom. Medutim, videcemo da pod posebnim
okolnostima oscilacije su najsli¢nije jednostavnim harmonijskim oscilacijama.

KVANTNI OSCILATOR

Definicija osobina kvantnog sistema je njegov Hamiltonijan operator. Za jednodimenzionalni harmonijski
oscilator Hamiltonijan je :

ﬁ=%+%mw2£2 (15.5)
i
~ h? 92
H= —%ﬁ+§mw2x2 (15.6)

Prvi ¢lan reprezentuje kineticku energiju operatora za ¢esticu mase m a drugi potencijalnu energiju Cestice
koja ¢e dovesti do jednostavnog harmonijskog kretanja sa ugaonom frekvencijom w. Ponasanje Cestica u
harmonijskom oscilatoru je raznovrsnije u kvantnoj fizici nego u klasi¢noj fizici. Postoji beskonacan broj
kvantnih stanja, neka su stacionarna stanja odredene energije, a neka su nestabilna stanja neodredene
energije. Svako od ovih stanja je opisano talasnom funkcijom koja zadovoljava Sredingerovu jednaéinu :

ih o AY (15.7)

ih—= .

at

Kvantna stanja sa konacnom energijom c¢e biti nas prvi problem. Kao $to smo videli u prethodnom
poglavlju stanja sa energijom E su predstavljena sa talasnom funkcijom u formi :

Y(x, t) = P(x)e E/h  (15.8)
, gde je Y(x) pripadajuca svojstvena funkcija energije svojstvene vrednosti E. Ako izraz za W(x, t) uvrstimo
u (15.7) i iskoristimo jednacinu (15.6) dobijamo :
5T +—mw?x?|Y(x) = EY(x) (15.9)
Kada nademo resenje ove jednacine, nametnuéemo fizi¢ki uslov da se talasna funkcija Cestice moze
normalizovati. Da bi to uradili zahteva¢emo da svojstvena funkcija teZi nuli u beskonacnosti.
Y(x)—>0 ,zax =+

Posto su strane harmonijskog potencijalnog oscilatora poput zidova beskonacnog potencijala ocekujemo
neogranicen broj kvantnih svojstvenih vrednosti. Oznaci¢emo ih sa E,;,a odgovarajude svojstvene funkcije
sa P, (x), gde je n kvantni broj. Praticemo konvenciju u oznacavanju tako da osnovno stanje odgovara
kvantnom broju 0, a prvo, drugo, treée pobudeno stanje kvantnim brojevima 1,2,3 itd. Posto u ovom
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momentu imamo cilj da naglasimo fizicke karakteristike harmonijskog oscilatora, matematiku svojstvenih
vrednosti energije i svojstvenih funkcija energije ¢emo izvesti kasnije.

KVANTNA STANJA

Svojstvene vednosti energije harmonijskog oscilatora sa klasichom ugaonom frekvencijom w su da te sa :
1
E, = (n + E) hw (15.10)

Kao Sto je prikazano na slici 15.01, energetski nivoi imaju jednak razmak w# i najnizi energetski nivo na

1
~“hw
2

Ey= Thiw
V(x) = +-mwix?
Ey=Shw
E =hw
Ey=yhw
x=0

Slika 15.01 Energetski nivoi cestice mase m u harmonijskom potencijalnom oscilatoru
Talasna funkcija Cestice energije E ima oblik :
W(x, t) = P, (x)e Ent/h (15.11)

, gde je P, (x) svojstvena funkcija energije. Svojstvene funkcije Cetiri najniZa energetska nivoa su date u
tabeli 15.01. i prikazane na slici 15.02.
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Kvantni broj Svojstvene vrednosti Svojstvene funkcije
n=20 1
Eo =—-hw 1 2 /942
2 x) = |—=e*/2a
Po(x) =
n=1 3
Ey ==-hw 1 X 2 /942
2 X) = |[—=2—e X/2a
Y1 (x) fzm/% "
n=>2
EO =—hw 1 [ X 2] 2792
x) = 2—4(=) [e*/2a
() = o= [2-4(3)
n=3 7
Ey =-hw 1 x
: ¥s() = 122
48a\ml a
x\3 2 /52
_ - -x“/2a
8(a) ]e
Tabela 15.01
n=1
2 s 0.5
g § 0
g g
—0.5¢ —0.5
9 1 @ 1 2 2 -1 a 1 2
n=2
= 0.5 S,
g " 2
-0.5
| 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X X

Slika 15.02 Svojstvene funkcije Cetiri najniza energetska nivoa
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Treba primetiti da n-ta svojstvena funkcija ima n nodova, tj postoji n vrednosti x-a za koji je ¥(x) = 0. U
opstem slucaju svojstvena funkcija pobudenih grani¢nih stanja uvek ima broj nodova koji se povecava sa
stepenom eksitacije. Opservabilne osobine kvantnih stanja sa energijom E,, ukljuuju sledece :

- Svojstvene funkcije imaju opservabilne osobine koje zovemo paritet. Ako se koordinata pozicije
promeni sa x na —X, svojstvena funkcija ima odredenu simetriju.
Yn(—=x) = +yY,(x) ,zan parno
Yn(—x) = =Y, (x) ,za nneparno
Za oscilator u stanju sa parnim n se kaze da ima pozitivan paritet, dok za oscilator u stanju sa

neparnim n se kaze da ima negativan paritet. Ova osobina proisti¢e iz osobina Hamiltonijana
harmonijskog oscilatora koji ostaje nepromenjen pri transformacijix -» x' = —x
- Gustina pozicije Cestice
W, Cx, )17 = [ ()12

, je vremenski nezavisna kao $to smo ranije to i pokazali. Kvantna stanja odredene energije su
stacionarna stanja, tj stanja koja nisu opservabilno vremenski zavisna. Kao sto je ilustrovano
slikom 15.03, ¢estice mogu imati bilo koju lokaciju u opsegu —oo < x < 400, nasuprot klasi¢nim
Cesticama koje su zarobljene u regionu —A < x < A, gde je A amplituda oscilacija.

0.5 0.5} w1
[+ 1)
= 1)
£ 0.4 = 4
2 A
€ 0.3 2 03}
£ S
B £
& 0.2 z 0.2}
1) [
= =
0.1 0.1}
0 0
S el 0 1 2
0.5 n=2 0.5 n=3
2
g £
[=11] A
2 A
£ 3
:
-

Slika 15.03 Raspodela verovatnoce pozicije za Cetiri najniza energetska nivoa
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- Ocekivane vrednosti pozicije su

@=0 i ()=(n+y)a

Ax = /(x?) — (x)? = f<n+%>a
,gdejea = h/mw.

- Ocekivane vrednosti impulsa su

, pa je neodredenost pozicije

0 =0 1 )= (n+2) 2

Ap = /(p?) — (p)? = /(n+%>§

- Proizvod neodredenosti pozicije i impulsa je :

, pa je neodredenost impulsa

1
AxAp = (n + E) h

, Sto se slaZe sa Hajzenbergovim principom neodredenosti, koji tvrdi da je u opstem slucaju
1
AxAp = Eh
Primetimo da u slu¢aju n=0, kada je Cestica u osnovnom stanju oscilatora, ovaj proizvod postaje
ujedno i najmanji moguc.
- Zbog neodredenosti pozicije i impulsa Cestice, neodredene su i potencijalna i kineticka energija.
Ocekivane vrednosti ovih neodredenosti su:

®* _1
R LU L

Nije nikakvo iznenadenje da je suma neodredenosti potencijalne i kineti¢ke energije jednaka E,,,
ukupnoj jasno definisanoj energiji sistema.

Konacno, jako je korisno razmotriti u opStim crtama zasto je osnovno kvantno stanje harmonijskog
oscilatora toliko razli¢to od klasicnog kvantnog stanja u kome se nalazi Cestica koja miruje na dnu
potencijalne jame sa nultom kinetickom i potencijalnom energijom. Kada kvantnu cesticu precizno
lociramo na dnu potencijalne jama tada ona dakle ima najveéu neodredenost impulsa a samim tim i
najvecu kineticku energiju. | obrnuto, kada je Cestica sa precizno izmerenim impulsom koji je jednak nuli,
neodredenost njenog poloZaja je najveca i moZe se nadi u regionu sa najvecom potencijalnom energijom.
Sledi da suma kineticke i potencijalne energije kvantne Cestice u harmonijskom potencijalnom oscilatoru
ima minimalnu vrednost kada su njen impuls i pozicija neodredeni, ali ne previse neodredeni. Ovaj
minimum se zove nulta tacka energije harmonijskog oscilatora.

NESTACIONARNA STANJA

Opsta forma talasne funkcije Cestice u harmonijskom potencijalnom oscilatoru ima oblik :
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W(x,t) = 2 cby (x)eEnt/t (15.12)

n=0,1,2,...

Ova talasna funkcija reprezentuje stanje neodredene energije zbog toga Sto pri viSestrukom merenju
energije moze da postoji vise razli¢itih ishoda : Ey, = %hw, E, = %hw, ... sa verovatnoéama |co|?, |12, ...

Ova talasna funkcija takode predstavlja nestacionarno stanje, stanje sa vremenski zavisnim
opservabilnim osobinama. Na primer, amplituda verovatnoce polozaja |¥(x, t)|? ima vremenski zavisne
¢lanove koji nastaju interferencijom ¢lanova koji ukljuéuju razli¢ite energije svojstvene funkcije i, (x).
Konkretno, interferencija ¢lanova ,,(x)e Emt/" s3 ) (x)e~Ent/h dovodi do ¢lana koji oscilira sa
ugaonom frekvencijom :

E,—E
wm_n=% (15.13)

, koja je celobrojni umnozak klasicne ugaone frekvencije w. Dakle, raspodela verovatnoée pozicije,
|W(x,t)|?, moZe oscilovati sa nizom ugaonih frekvencija : w, 2w, 3w ... . Na prvi pogled o¢ekujemo da
prosecna pozicija Cestice osciluje sa istim frekvencijama, posto procenom ocekivane vrednosti :

(x(t)) = J+OO‘P*(x, t)xW¥(x, t)dx

, dobijamo ¢lanove oblika

+00
Cr*ncnxm,nelwm,nt ,gdeje Xmmn ZJ wr*n(x)xl/}n(x)dx
-0

Medutim, vecina ovih ¢lanova je jednaka nuli, posto je integral jednak nuli kada je [m — n| > 1. Sledi da
prosec¢na pozicija osciluje jedino sa ugaonom frekvencijom w, i tako cCini prosecan impuls. U principu,
prosecna pozicija i impuls ¢estice mase m sa talasnom funkcijom (15.12) su dati sa :

(x(t)) =Acos(wt+a) i (p(t))=—mwAsin(wt +a) (15.14)

Dakle, u izvesnoj meri, Cestica osciluje napred-nazad kao klasican oscilator. Ali slicnost sa klasi¢nim
oscilatorom ne moze biti veca, jer neodredenost u polozaju i impulsu moze biti velika i moZe da se menja
kako Cestica osciluje napred-nazad. Shodno tome, dobro bi bilo identifiovati kvazi-klasi¢na stanja u kojima
je kretanje najsli¢nije kretanju jednostavnog harmonijskog oscilatora. MoZe se pokazati da talasna funkcija
ovih kvazi-statickih stanja je data sa (15.12) verovatno¢om amplitude energije c,, koja zadovoljava
Poasonovu raspodelu verovatnoce :

=2

n?
lcn|? = Fe‘", zan>» 1 (15.15)

Standardna devijacija energije u kvazi-statickom stanju je data sa :

(E) = (ﬁ +%) hw i AE = Vnhw (15.16)
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Kada je prosecna pobudenost velika, relativna neodredenost energije je data sa :

AE  Nno 1

, pa neodredenost u energiji postaje manje vazna. Posto neodredenost pozicije i impulsa takode postaje
manje vazna kretanje Cestice se priblizava nemogucem savrsenstvu klasichog harmonijskog oscilatora. Na
pocetku 20.veka Plank i Ajnstajn su napravili nadahnute pretpostavke da oscilatori koji ispoljavaju
jednostavno harmonijsko kretanje takode imaju kvantizovanu energiju. Mi smo pratili suprotan trag i
pokazali da kvantni oscilator koji ima kvantnu energiju skoro da moZze ispoljavati jednostavno harmonijsko
kretanje.

DVOATOMSKI MOLEKULI

U prvoj aproksimaciji dvoatomski molekul se sastoji od dva jezgra koja zajedno Cine efektivni potencijal
koji proizilazi iz Kulonove interakcije elektrona i jezgra kao i kvantnog ponasanja elektrona. Ovaj efektivni
potencijal odreduje snagu molekularne veze i takode odreduje vibracije jezgara. Efektivni potencijal i
vibracioni energetski nivoi jednostavnog dvoatomskog molekula, vodonikovog molekula prikazani su na
slici 15.04.

Kontinuum
A energetskih nivoa
eV 2
s
4 —
3 -
7.
n=2
L n=1
n=~0
0 | | 1 -
0 0.1 0.2 nm
internuklearna udaljenost r

Slika 15.04 Efektivni internuklearni potencijal i vibracioni energetski nivoi vodonikovog molekula

Primecujemo sa slike 15.04 da efektivni potencijal dvoatomskog vodonikovog molekula V,(r) ima
minimum i da u blizini tog minimuma imamo oblik kao kod harmonijskog potencijalnog oscilatora. Zaista
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ako sa ry oznacimo razdvojenost na kojoj efektivni potencijal ima minimumisa x = r — ry ozaimo malo
izmestanje od ry moZemo pisati :

1, >
V.(r) = Ekx

, gde je k konstanta. Ova formula implicira da kada su jezgra izmestena za distancu x od njihove ravnotezne
udaljenosti 1y, javlja se povratna sila kx, i potencijalna energija raste zagkx2 . Konstanta k je efektivna

konstanta elasti¢nosti koja karakterise snagu molekularne veze izmedu jezgara u molekulu. U klasi¢noj
fizici je vazilo da ce jezgra imati energiju :

2

P1 b2
Ey=-+

7 2my  2m, 2

, gde sum, i m, mase jezgara a p; i p, su magnitude njihovih impulsa. U centru mase sistema, mozemo
uzeti p; = p, = p iako uvedemo redukciju mase :

. mm,
H= m; +m,
, dobijamo
2
D 1
Ey=—+=kx?

Ova energija je ista kao i energija Cestice mase [ na struni konstante eleasti¢nosti k. Shodno tome,
ocekujemo da se vibracije jezgra u dvoatomskom moekulu ponasaju kao harmonijski oscilator klasi¢ne

frekvencije w = \/k/u . Kvanto mehani¢ko ponaSanje ovog oscilatora je opisano talasnom funkcijom
Y(x, t) koja zadovoljava Sredingerovu jednacinu :

'haqj i +1k2 2[g  (15.18)

ih—=|—-—=—+=-kx .

ot 2udx? 2

Ova jednacina je uglavnom identi¢na jedancini (15.7) koju smo imali u opisu ponasanja kvantnog
oscilatora. Zaista, ako zamenimo masu m sa redukovanom masom L, sve dobijene rezultate moZzemo
primeniti na dvoatomski molekul. Ono Sto je najvaZznije moZzemo da iskoristimo jednacinu (15.10) da
zapiSemo izraze za vibracione energetske nivoe dvoatomskog molekula redukovane mase p i konstante
elasti¢nosti k.

1 k
E, = (n +E) hw, gde jew = " (15.19)

Kvantni brojevi mogu uzimati vrednosti 0,1,2,... , ali kada n uzme velike vrednosti model harmonijskog
oscilatora se slama. Ovo se deSava kada vibraciona energija ostaje uporediva sa energijom odvajanja
molekula kao to se vidi sa slike 15.04. Tranzicija iz jednog vibracionog nivoa na drugi je Cesto praéena
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emisijom ili apsorpcijom elektromagnetnog zracenja, najées¢e u infracrvenom delu spektra. Ovo je
narocito karakteristicno za za dvoatomske molekule sa dva razlicita jezgra. U takvim molekulima elektroni
formiraju elektricne dipole koji mogu emitovati ili apsorbovati elektromagnetno zracenje. Zapravo, ovaj
mehanizam dovodi do tranzicije izmedu susednih vibracionih nivoa i emisije ili apsorpcije fotona sa
energijom :

k
E=h|-
u

Ovi fotoni predstavljaju povod za pojavu spektralne linije sa talasnom duzinom:

hc

A= 7= ZﬂC\/% (15.20)
Na primer razmotrimo molekul ugljen monoksida. Redukovana masa jezgra je 4 = 6.85 amu, pa kada se
desava tranzicija izmedu susednih vibracionih nivoa, emituje se ili apsorbuje infracrvena svetlost talasne
duZine A = 4.6um. Ako zamenimo ove vrednosti u (15.20) dobi¢emo konstantu elasti¢nosti koja
karakteri$e jacinu veze u molekulu uglien monoksida, k = 1908 Nm™1. U stvarnosti je situacija mnogo
kompleksnija. Pre svega, tranzicija izmedu susednih vibracionih nivoa daje malo razli¢ite talasne duzine
radijacije poSto su vibracioni nivoi samo aproksimativno jednako udaljeni jedan od drugog. Drugo, molekul
moze rotirati pa je svaki vibracioni nivo zaista skup blisko razmaknutih nivoa sa razli¢itim rotacionim
energijama. Shodno tome postoji opseg spektralnih linija koji je povezan sa svakom vibracionom
tranzicijom.

TRODIMENZIONALNI OSCILATOR

Ovo poglavlje ¢emo da zaklju¢imo analizom cestice mase m u trodimenzionalnom harmonijskom
oscilatoru potencijala :

1 1
V(r) = Ekrz = Ek(x2 +y%24+2%) (15.22)

Klasicna Cestica mase m udaljena za r od koordinatnog pocetka ¢e iskusiti priviatnu silu magnitude kr.
Kada je izmestimo iz centra i oslobodimo ona ¢e izvrSavati jednostavne harmonijske oscilacije sa ugaonom
frekvencijom w = /k/m , ali mnogo komplikovanije kretanje ¢e se desSavati ako izmestimo Cesticu i damo
joj neku transverzalnu brzinu. Ponasanjem kvantne Cestice upravlja Hamiltonijan H koji predstavlja zbir tri
jednodimenzionalna Hamiltonijana

—~

H=H.+H,+H, (15.23)

, gde je
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- _ 2.,2
Y 2m6y2+2mw Y
R 1
2= T omaz MmO

Stacionarno stanje odredene energije je predstavljeno talasnom funkcijom oblika :
Y(x,y,zt) =P(x,y,zt)e E/h  (15.24)
,gde Y(x,y, z,t) zadovoljava trodimenzionalnu jednadinu svojstvenih vrednosti :

Ay(x,y,2) = Ep(x,y,z) (15.25)

Ova stanja se mogu pronadi koristeéi svojstvene funkcije za jednodimenzionalne oscilatore kojima
upravljane sa Hy, Hy, H, :

A, () = (e + 5) oy, ()
—~ 1
Aytbn, @) = (my +5) heotpn, )

A, () = (s + 5) oo, )
, gde kvantni brojevi ny, n,, n,, mogu uzimati vrednosti 0,1,2... . Ove tri jednacine impliciraju da funkcija
Yy, (6 9,2) = P (P, D, (2)  (15.26)
, zadovoljava trodimenzionalnu jednacinu svojstvenih vrednosti :
Ay, (6 9,2) = Ennymy Wngnym, (6 9,2) (15.27)

, pod uslovom da je :

3
Enx,ny,nz = (nx + n, +n,+ E) hw (15.28)

Dakle, svojstvene vrednosti i svojstvene funkcije trodimenzionalnog oscilatora su oznacene sa tri kvantna
broja ny,n,,n,, od kojih svaki moZe da uzme vrednost od nula do beskonalno. Eksplicitan oblik
svojstvenih funkcija niZih nivoa je naveden u tabeli 15.01. Kada su sva tri kvantna broja jednaka nuliimamo
jednacinu osnovnog stanja :
3
1

3 /2 2 2 2 2
E =" ho , X,y,2) = (_) e—(x +y2+z?%)/2a
0,00 =5 1/10,0,0( Y,2) o
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,gde jea = \/h/mw. Promenom jednog od kvantnih brojeva sa 0 na 1, dobijamo tri pobudena stanja istih
energija.

5 1 1.x 240202 2
Eioo==hw , Y, =(_) 22 (=) e~ (*4y*+2%)/2a
100 = 5 hw P1,00(%,¥,2) N (a)e
3/2 1 y

5
E =-hw , X, v,z =(—) 22 (=
0,10 =5 ¢0,1,o( y,%) o (

) e—(x2+yz+zz)/2a2
a

3
3 1\72 1z 24024 ,2) /242
—_— — — 7 — —(X +y“+z )/Za
Eo0,1 > hw , Yoo1(xy,2) (_a\/E) 2 (a) e

Na slican na¢im mozemo nadi 6 stanja sa energijom 7hw/2, 10 stanja energije 9hw/2 i tako dalje.
Energetski nivoi trodimenzionalnog oscilatora su prikazani na slici 15.05.

Slika 15.05. Ovaj dijagram takode oznacava

Energija Degeneracija i degeneraciju svakog nivoa.
9 Degeneracija predstavlja broj
5 hw 10 SRR )
z nezavisnih svojstvenih funkcija
. povezanih sa svakim nivoom.
=hw 6 . :
2 Ova degeneracija nastaje zato
g sto Hamiltonijan tro-
TT”"J 3 dimenzionalnog oscilatora ima
g rotacionu i druge simetrije.
= hw 1 Slika 15.04.

OPSERVABLE | OPERATORI

Operatori se u kvantnoj mehanici koriste da opisuju opservabilne veli¢ine jer meranja mogu da imaju
neizvesne ishode. Ranije smo koristili operatore :

f=rip=—ihV

, da izraCunamo ocekivane vrednosti i neodredenost u poloZaju i impulsu Cestice. Kasnije smo koristili
Hamiltonijan operator

hZ
H=—-——V24+V
m +V(r)

, daistrazimo karakteristike energije cestice. U ovom delu ¢éemo da razmotrimo detalje Cetvrtog operatora,
operatora koji opisuje osobine ugaonog impulsa Cestice

L=#xp
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Ranije smo razvili matemati¢ki opis merenja energije baziran na osobinama Hamiltonijan operatora H.
Objasnili smo zasto svojstvena funkcija operatora H kojoj pripadaju svojstvene vrednosti E reprezentuje
kvantno stanje odredene energije E. Takode smo objasnili zasto svaka talasna funkcija W moze biti
izrazena kao linearna superpozicija svojstvenih funkcija energije. Konkretno kada operator H ima samo
svojstvenu funkciju ¥, sa diskretnim svojstvenim vrednostima E,,, svaka talasna funkcija moZe biti
napisana u obliku :

V(0 = ) cubp(reiEntsh

n

, gde su koeficijenti ¢, verovatnoée amplitude, tako da, ako se meri energija, |c,|? predstavlja
verovatnocu ishoda E,. Kada Hamiltonijan dovodi do kontinuuma svojstvenih vrednosti energije, opsta
talasna funkcija ukljucuje integraljenje preko kontinuirane promenjive energije koja oznacava svojstvene
funkcije. Mi ¢emo Hamiltonijan H koristiti kao prototip za sve operatore koji opisuju opservable u kvantnoj
mehanici. Razmatra¢emo opstu opservablu A koju opisuje operator A, obracajuéi painju na
fundamentalne koncepte koje smo opisivali ranije i istaknu¢éemo osnovne matematicke osobine operatora
A. Ovi koncepti su sledeéi :

- Operator A mora biti linearan. To zna&i da ako je delovanje operatora A na talasne funkcije v,
W,, dato sa : AW, = @, i AW, = d,, tada je dejstvo operatora na talasnu funkciju ¢; ¥; + ¢, ¥,
sa dve proizvoljne kompleksne konstante je dato sa:

AW, + c,¥,) = @, + ¥, (16.1)
Ove apstraktne osobine su zadovoljene kod operatora H,#,p i kod svih ostalih koji opisuju
opservable u kvantnoj mehanici. Ovo obezbeduje da su ove opservable u skladu sa principom
linearne superpozicije koja tvrdi da je svako kvantno stanje linearna superpozicija drugih kvantnih
stanja.

- Operator A mora biti Hamiltonijan operator, $to zna¢i da se pokorava uslovima :

fw;Aw2d3r = f(Alpl)*lpzd% (16.2)

, gde su ¥, i ¥, bilo koje talasne funkcije. Clan u zagradi sa zvezdicom zna&i da operator A jedino
deluje na talasnu funkciju ¥, i da se uzima konjugovano kompleksna vrednost rezultata. Ova
matematicka osobina obezbeduje da ocekivana vrednost opservable bude :

(A) = f‘p*A‘Pd%

, realna za bilo koju talasnu funkciju. Ovo takode obezbeduje da svojstvene vrednosti operatora
A budu realne. Moze biti svojstvena funkcija Pq,, () sa diskretnim svojstvenim vrednostima ay,
datimsa:

Awan = anlpan
, i/ili svojstvena funkcija ¥,/ sa kontinualnim svojstvenim vrednostima a’ datim sa :

Awa’ = alwa'
U prethodnom poglavlju smo tvrdili da su mogudi ishodi merenja energije, svojstvene vrednosti
energije. Identi¢ni argumenti ukazuju na to da mogudi ishodi merenja opservable A su svojstvene
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vednosti operatora A. Po$to su svi ishodi merenja realni brojevi, svojstvene vrednosti operatora
A moraju biti realni brojevi.

- Na kraju operator A mora opisivati opservablu koja je uvek merljiva. Konkretno, moramo biti u
mogucénosti da predvidimo ishode merenja opservable A, kao i verovatnoce svakog od ishoda. Ovo
je jedino moguce ako svojstvene funkcije operatora A ¢ine potpun set baznih funkcija tako da
svaka talasna funkcija W(r, t) moze biti napisana u obliku :

V0 = ) oy (e, () + [ (@, 0%’ (163)

n
Uovomizrazucg ()i c(a’, t) suverovatnoée amplitude za opservablu A. Ako se merenje deSava

v .. 2, , .
u vremenu t, na Cestici sa talasnom funkcijom ¥, tada|can(t) | je verovatnoca ishoda a,, a

|c(a’,t)|?da’ je verovatnoéa da ¢e ishod biti izmedu a’ia’ + da’.

PoLOZAJ | IMPULS

U prethodnim poglavljima smo uveli operatore za poziciju i impuls, i pokazali kako se oni koriste za
izracunavanje ocekivanih vrednosti i neodredenosti, ali nismo eksplicitno razmatrali svojstvene vrednosti
i svojstvene funkcije ovih operatora. Ovde ¢emo to uciniti tako to éemo da posmatramo cesticu koja se
krece u jednoj dimenziji. Oznaci¢emo svojstvenu funkciju Cestice, sa svojstvenom pozicionom vrednoséu
x",sa 1,/ (x), a svojstvenu funkciju za €esticu sa svojstvenom vredno$cu impulsa p’, sa P, (x).

SVOJSTVENA FUNKCIJA POZICIJE

Svojstvena jednacina pozicije zadovoljava jednacinu svojstvenih vrednosti :

() = X' (x)  (16.4)

, koju imajuéi u vidu da je X = x moZemo napisati i u obliku

() = X' hyr () (165)

Ova jednacina ovako napisana, je moguéa samo u slucaju da je ¥,/(x) veoma ¢udna funkcija sa
beskonaénim pikom u x = x'. Takva funkcija se obi¢no piSe u obliku :

Y (x) =6(x—x") (16.6)

, gde je 6(x — x") Dirakova Delta funkcija. Dirakova delta funkcija se moZe smatrati grani¢nim sluc¢ajem
vecine ponatih funkcija. Na primer funkcija :

1
Se(x —x') = §2¢
0 zal|lx—x'|>¢€

zalx —x'| <e

, se ponasa slicno Dirakovoj delta funkciji poSto postaje sve uZa i visa kako € — 0. U stvari, definicija
osobina Dirakove delta funkcije je da, za svaku funkciju vazi :
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f+mf(x) S(x—xNdx = f(x") (16.7)

Ova definicija je zadovoljena za §.(x — x') za € — 0, zato $to kada uzmemo u obzir ovo ogranicenje,
funkcija postaje sve veda i veéa u blizini x = x' a povrsina koju zaklapa teZi jednici. Svojstvena funkcija
pozicije, slicno onima za bilo koju drugu opservablu, formira kompletan set baznih funkcija. Konkretno,
bilo koja talasna funkcija W(x, t) moze biti napisana u obliku :
+00
Y(x,t) =f c(x', O, (x)dx"  (16.8)

— 00

,gde je c(x’, t) verovatnoca amplitude pozicije, tj |c(x’, t)|>dx’ je verovatnoéa pronalaska &estice izmedu
X" i x’+dx’ u trenutku t. Ako iskoristimo jednacinu (16.6) nalazimo da je :

Y(x,t) = J+Ooc(x’,t) 6(x' —x)dx' = c(x,t)

Ova jednacina potvrduje pretpostavku koju smo ranije uveli da talasna funkcija W(x,t) predstavlja
verovatnoc¢u amplitude za poziciju.

SVOJSTVENA FUNKCIJA IMPULSA

Svojstvena funkcija Cestice sa svojstvenom vrednoscu impulsa p’, wpr(x), zadovoljava jednacinu :

Py () =p" Py (x)  (16.9)

, koju moZemo napisati, koristeciizraz p = —ih:—x na sledeci nacin :
L0y (x)
—lhT =p l/Jpl(X) (1610)
, koja ima reSenje u obliku :
¥, (x) = L iwtam (16.11)
P V2mh

Kao 3to smo i ocekivali, svojstvena funkcija sa impulsom p’ je ravni talas, sa talasnim brojem k' = p'/h i
. 1. . .. . . .

sa talasnom duzinom A’ = h/p’. Konstanta e korisna konvencija koja osigurava da se svojstvene

funkcije impulsa i pozicije pokoravaju sliécnim normalizacionim uslovima. Posto svojstvena funkcija impulsa

formira kompletan set baznih funkcija svaka talasna funkcija moZze biti napisana u obliku :

+00

‘P(x,t)=f c(@, Y, (x)dp’  (16.12)

— 00

, gde je funkcija c(p’, t) verovatnoéa amplitude impulsa, dok je |c(p’, t)|?dp’ verovatnoca da ¢e izmereni
impuls Cestice u trenutku t biti izmedu p’ i p’+dp’. Ako iskoristimo jednacinu (16.11) dobijamo :
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Y(x,t) = c(p’, De?'t/h gy’ (16.13)

1 +oo
Vv 2mh J_oo
, koja i pored razlika u notaciji , je identi¢na relaciji :

1
V2mh

, koja je uvedena u ranijim poglavljima kada smo pravili pretpostavku da Furieova transformacija talasne

400
Y(x,t) = J P(p,t)e*/h dp

funkcije l'}V’(p, t) je verovatnoéa amplitude impulsa. Sada vidimo da je ta pretpostavka bila ispravna.

NORMALIZACIJA DELTA FUNKCIJE

Problem normalizacije svojstvenih funkcija impulsa i pozicije se javlja zato Sto obadve imaju kontinualne
svojstvene vrednosti. Ako jednacinu (16.6) iskoristimo zajedno sa definicijom Dirakove delta funkcije,
onda jednacina (16.7) daje :

J+m¢;'(x)1,bxn(x)dx =8x"'—x") (16.14)

Posto je delta funkcija jednaka nuli za x’ # x"' i beskonatna za x' = x'’, zaklju¢ujemo da svojstvene
funkcije pozicije su medusobno ortogonalne ali da ne mogu biti normalizovane na jedinicu. Na slican nacin,
koristec¢i Furieove transformacione tehnike, moze se pokazati da svojstvene funkcije impulsa
zadovoljavaju uslov :

+ 0o

Y, (DY ()dx = 6(p" —p”") (16.15)

S

Dakle, svojstvene funkcije impulsa su takode medusnobno ortogonalne ali ne mogu biti normalizovane na
jedinicu. Prisetimo se da talasna funkcija mora biti normalizovana na jedinicu ako opisuje Cesticu koja se
uvek moZe negde nadi. Stoga, striktno govoreci svojstvene funkcije date sa (16.6) i (16.11) ne mogu biti
koriséene da opisu fizicki prihvatljive talasne funkcije. Medutim normalizovana talasna funkcija moze biti
formirana koristeci linearnu superpoziciju ovih svojstvenih funkcija, pa su ove talasne funkcije grupa talasa
koja se moZe koristiti za opisivanje Cestica sa veoma malim neodredenostima u poloZaju i impulsu.
Konacno, treba imati na umu da se upotreba delta funkcija moze izbeci zamisljanjem Cestice u kutiji velikih
dimenzija. Kada se usvoji ovaj pristup, normalizacija svojstvenih funkcija impulsa i poloZaja moZe biti
napravljena.

KOMPATIBILNE OPSERVABLE

U klasi¢noj fizici je moguce u principu, da imamo precizne informacije o svim opservabilnim osobinama
sistema u svakom trenutku vremena. Na primer, specificirane vrednosti polozaja ili impulsa Cestice se
mogu iskoristiti da se pronadu vrednosti bilo koje druge dinamicke opservable. Mi sada znamo da
sveobuhvatna preciznost klasi¢ne fizike ne moZze biti primenjena na Cesticu, poSto merenja predstavljaju
aktivnosti koje uti¢u na sistem. Shodno tome, kvantna kretanja mogu biti specificirana podacima koji bi se
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u klasi¢noj fizici smatrali ograni¢enim i nedovoljno preciznim. Ako Zelimo preciznost u kvantnoj mehanici
moramo da izaberemo podskup opservabli koje moZzemo odrediti bez medusobnog preplitanja ili
kontradikcija. Takve opservable, zovemo kompatibilnim opservablama. Kada je specificiran kompletan set
kompatibilnih opservabli, u principu mozZemo napisati talasnu funkciju koja kompletno opisuje kvantno
stanje. Sve informacije o kompletu opservabli i sve informacije o verovatno¢ama za neodredene vrednosti
drugih opservabli ¢e biti sadrzane u toj funkciji. Da bi ilustrovali ovu ideju, prvo éemo da posmatramo
Cesaticu koja se kreée u jednoj a kasnije i u tri dimenzije. Klasi¢no stanje Cestice u jednoj dimenziji moze
biti opisano sa dve opservable, sa pozicijom i impulsom. Nasuprot tome, kvantno stanje Cestice u jednoj
dimenziji je precizno opisano ako imamo jednu opservablu precizno definisanu. Takode se mozZe definisati
precizno i energija. Takvo stanje je posebno korisno jer predstavlja stacionarno stanje, bez vremenske
zavisnosti svojstava opservable. Za cesticu koja se kreée u tri dimenzije potrebno je definisati vise
opservabli. Klasi¢no stanje je definisano sa Sest opservabli, tri pozicione koordinate i tri komponente
impulsa, ali kvantno stanje mozZe biti precizno definisano sa samo tri precizno odredene opservable.
Medutim, posto je stanje tacno odredene energije stacionarno stanje, ¢esto je najkorisnije specificirati
energiju i dve druge opservable.

KOMUTATORI

Uloga kompatibilnih i nekompatibilnih opservabli u kvantnoj mehanici moZze biti napravljena jasnijom ako
uvedemo matemati¢ki koncept komutatora dva operatora. Komutator izmedu dva operatora 4 i B je
definisan sa :

[4,B] =AB—-BA (16.16)

Ovo je koristan koncept u matematici operatora zato Sto, kao $to ¢emo pokazati, redosled kojim dva
operatora deluju na funkciju je vazan. To je vaZzan koncept u kvantnoj fizici zato Sto se moze iskoristiti za
odredivanje kompatibilnosti opservabli. Mi éemo pokazati da su dve opservable A i B, nekompatibilne ako
vazi:

[4,8] =0
, odnosno da su kompatibilne ako je ovaj izraz jednak nuli. Ovaj opsti kocept se najbolje razume ako

posmatramo stanje Cestice u jednoj i tri dimenzije.

CESTICA U JEDNOJ DIMENZLI

MozZemo proceniti komutator za operatore impulsa i pozicije za Cesticu u jednoj dimenziji ako posmatramo
relaciju :

(xXp — pRV(x, 1)

, gde je W(x,t) bilo koja talasna funkcija Cestice. Ovaj izraz nije jednak nuli zato Sto je redosled X i p
znacajan. Konkretno, imamo :

2
RpW(x, ) = x (—ih a) W(x, b)
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.o ., 0 . .0
PX¥(x, t) = (—lh a) x¥P(x,t) = —ih¥(x,t) + x (—lh a) Y(x,t)

, tako da:
(xp — PpX)¥(x,t) = ih¥P(x,t) (16.17)

, jer je ovo istinito za svaku talasnu funkciju W(x, t), odakle mozemo zakljuciti da operacija definisana sa
(Xp — px) predstavlja uvek mnoZenje sa faktorom if. Ukratko, zakljucili smo da je komutator :

[£,p] =ik (16.18)

Ova relacija je toliko vazna u kvantnoj mehanici da se zove kanonska komutaciona relacija. Fizicko
znacenje kanonske komutacione relacije moZzemo otkriti ako pretpostavimo nemogucde : Istovremeno
postojanje svojstvene funkcije pozicije i impulsa l/}xlpl(x) zadovoljava jednacinu svojstvenih vrednosti :

Ry (1) = X" Py (%) © Py (6) = p'hrry (x)  (16.19)

Takve svojstvene funkcije, ako postoje, bi reprezentovale kvantno stanje sa jasno definisanom pozicijom i
impulsom. Razmotrimo uticaj komutatora za X i p na ovu hipoteticku istovremenu svojstvenu funkciju.
Ako iskoristimo jednacinu svojstvenih vrednosti (16.19) dobijamo :

[55: ﬁ]l/)x'p’(x) = (Qﬁ - ﬁf)lpx’p'(x) = (x,p, - p’xl)lpx’p’(x) =0
Medutim, kao Sto smo videli kod kanonske komutacione relacije vazi da je :
(%, ﬁ]l/)x'p’(x) = ihlpx’p’(x)

Iz ova dva rezultata proizilazi da je ihl/)xlpl(x) = 0. Dakle imamo pretpostavku o postojanju isotvremene
svojstvene funkcije pooZaja i impulsa koja prema onome Sto smo pokazali mora biti nula za svako x.
Drugim re¢ima, opet smo pokazali da kvantno stanje sa odredenim poloZajem i impulsom ne moze da
postoji. Naglasili smo da matematicki osnov za nepostojanja takvog stanja pa samim tim i
nekompatibilnosti pozicije i impulsa je da komutator za £ i p nije nula. Stavide , stepen nekompatibilnosti
pozicije i impulsa izrazen preko Hajzenbergovog principa neodredenosti moze biti izveden koriséenjem
kanonske komutacione relacije. Klju¢ni koraci u izvodenja Hajzenbergovog principa neodredenosti su
slededi : Kvadrati neodredenosti ili varijanse u poziciji i impulsu Cestice sa normalizovanom talasnom
funkcijom W(x, t) su datisa :

+00

v (&) wdx i (Apy:f v (8p) Wdx

— 00

+ 00

@ = |

— 00

, gde su operatori Ax i 5;\9 datisa:
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Koristeéi kanonsku komutacionu relaciju lako moZemo pokazati da ova dva operatora zadovoljavaju
komutacionu relaciju :

[Ax,Ap] = ih (16.20)

Na kraju se dobija :

1t 2
(Ax)?(Ap)? = - w*|Ax, Ap|WPdx
p 2 p

, koja se mozZe pojednostaviti koristeci (16.20) i normalizacione uslove za talasnu funkciju W. Dakle :

2

(o2

,ili
h
AxAp = =
2
Dakle Hajzenbergov princip neodredenosti koji smo uveli u samom startu ove oblasti, kada smo ilustrovali
inherentnu neodredenost u vezi s merenjem poloZaja i impulsa cestice, moZe se izvesti pod

pretpostavkom da poloZaj, odnosno impuls opservable se mogu opisati operatorima koji se pokoravaju
kanonskoj komutacionoj relaciji.

CESTICA U TRI DIMENZIJE

Kroz razmatranja kretanja Cestice u tri dimenzije ilustrovacemo vezu izmedu komutatora i kompatibilnih
opservabli. U ovom slucaju kvantno stanje je definisano specificiranjem tri kompatibilne opservable koje
su opisane sa tri operatora koji komutiraju jedni s drugima. Na primer mozemo izabrati x, y koordinate
poloZaja i z komponentu impulsa Cestice da definiSemo kvantno stanje. Ove opservable su definisane
operatorima :

Lako je pokazati da bilo koji od ovih operatora komtiraju :

0 L0
xp,¥ = x(—LhE>‘P = —lhx&‘}’

il
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Dakle, imamo tri komutativna operatora :

[%,9] = [%,0,] = [9,D,] = 0

, istovremnu svojstvenu funkciju u obliku :

l/}x'y’p;(xr Y, Z) =

Stavise, svaka talasna funkcija W(x, v, z, t) moZe biti izraZena kao linearna superpozicija ovih svojstvenih
funkcija kao Sto se vidi iz jednacine :

+o00 +00 +00
Y(x,y,zt) =f dx’J dy’J dpzc(x",y", 2", ) Yyryrpr (%, 3, 2)

U ovom izrazu c(x',y’,z',t) je verovatno¢a amplitude za tri kompatibilne opservable. U stvari
verovatnoca lokalizacije Cestice u trenutku tizmedu x' i x" + dx'i y' i y' + dy' saimpulsom u smeru z ose
izmedup,ip, + dpyje|c(x’,y’, ps, t)|?dx'dy'dp} . Ovaj primer je ilustracija opste procedure definisanja
kvantnog stanja Cestice koja se kreée u tri dimenzije sa specificiranim setom od tri kompatibilne
opservable.

KONSTANTE KRETANJA

Opservable koje su kompatibilne sa energijom imaju poseban znacaj. One su konstante kretanja. Da
otkrijemo znacenje ovog izraza, razmotrimo ocekivanu vrednost opservable A za Cesticu sa talasnom
funkcijom W :

(A(t)) = f Y Avd3r (16.21)

U principu, o¢ekivana vrednost (A(t)) e varirati u vremenu kako talasna funkcija W(r, t) , opada i tee u
skladu sa Sredingerovom jednacinom :

'haqj =HY (16.22)
l ot = .

Naci éemo brzinu promene (A(t)) diferenciranjem obe strane jednacine (16.21).

d(A) v
7 = —A‘l’d3r + f p A

Ako iskoristimo Sredingerovu jednacinu (16.22) i njenu konjugovano kompleksnu predstavu imamo :

att)

1 (n s 1 .
— * 3 * 3
= —ihf(HqJ )Awd r+—mflp A(AW)d3r

Posto Hamiltonijan H, sli¢no kao i drugi operatori za opservable u kvantnoj mehanici je Hermitian operator
mozemo iskoristiti (16.2) da pokaZzemo da je :
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f (A" Awder = f W BAYdr

, pa na osnovu toga mozZemo ponovo napisati jedancinu za promenu ocekivane vrednosti kao :

d(4) 1 T r AT a3
— _Eflp [4, A|wd3r (16.22)

Ova jednacina se moze iskoristiti za odredivanje vremenske zavisnosti ocekivane vrednosti bilo koje
opservable. Za opservablu A koja je kompatibilna sa energijom, komutator [A, ﬁ] je nula pa jednacina

(16.22) ima oblik :% ~0

Takva opservabla se naziva konstanta kretanja zato $to njena ocekivana vednost ne zavisi od promene
talasne funkcije u vemenu. Ova ideja mozZe biti ilustrovana posmatranjem cestice sa Hamiltonijanom :

hZ
H=—-—Vi+V
oV TV

, gde je V(r) potencijalna energija Cestice koja samo zavisi od r. Za ovaj Hamiltonijan je lako pokazati :
[#,8]=0,[pA] %0 [LA] =0

Ove jednacine govore da impuls i poloZaj nisu konstante kretanja ali da ugaoni impuls jeste. U ovom
primeru Hamiltonijan ima rotacionu simetriju i ona podrazumeva da je orbitalni ugaoni moment konstanta
kretanja.
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UGAONI IMPULS

Plankova konstanta ima jedinice ugaonog impulsa. Ovo govorida h odnosno A = h/2m, moze biti osnovna
jedinica ugaonog impulsa. Ovo takode govori da bi ugaoni impuls mogao biti osnovna opservabla u
kvantnoj fizici. Zaista postoje tackolike kvantne Cestice koje imaju unutrasnji ugaoni impuls koga zovemo
spin. Spin tackaste Cestice ne moZe biti povezan sa orbitalnim kretanjem sastavnih delova, to je
fundamentalna osobina koja ne moZe da se poredi ni sa ¢im u klasi¢cnoj mehanici. U ovom delu mi ¢emo
da se bavimo fundamentalim osobinama ove veoma zahtevne teme.

Kvantna cestica moZe posedovati orbitalni ugaoni impuls i unutrasnji ugaoni impuls — spin . U
odgovarajé¢im okonostima, orbitalni ugaoni impuls moZe odgovarati ugaonom impulsu u klasi¢noj fizici, to
je vektor koji s pravcem i intezitetom opisuje inerciju ugaonog kretanja. S druge strane — spin, nema
nikakvu klasiénu manifestaciju, to je bas fundament kvantne mehanike, koji mozda samo malo moze
podsecati na rotaciju klasicnog objekta. NajvaZnija osobina ugaonog impulsa u kvantnoj mehanici je da su
ishodi merenja u naboljem slucaju nejasni (fazi) vektori, tj vektori sa dva definisana svojstva : odredenog
inteziteta i samo jednu od tri kartezijanske komponente. Shodno tome, ugaoni impuls u kvantnoj mehanici
se moze odrediti sa dva kvantna broja. Obi¢no, [ i m; se koriste da opiSu orbitalni ugaoni impuls, s i m se
koriste da opiSu spin, a kvantni brojevi j i m;, se koriste kada ugaoni impuls nastaje iz kombinacije spina i
orbitalnog ugaonog impulsa i kada se opisuje opsti ugaoni impuls. Jedina moguca, precizna vrednost
inteziteta ugaonog impulsa je datasa:

L=yJl(l+Dh ,zal=123.. (17.1)

Kada je intezitet (magnituda) fiksiran na kvantni broj [, orbitalni ugaoni impuls u svakom pravcu moze
imati 21 + 1 mogudih vrednosti izmedu —lA i [A. Na primer, ako izaberemo da merimo orbitalni ugaoni
impuls u pravcu z ose, postoji 21 + 1 mogucih ishoda datih sa :

(o +l
+(1-1)
+(—-2)
L, =mh gdejem; =1 (17.2)
~1-2)
-(-1

-1

, ali kada se to uradi, ugaoni impulsi u pravcu y i x ose postaju neodredeni, u smislu da, ako izaberemo da
merimo x ili y komponentu moguci ishodi bi bili negde izmedu —IlA do lA. Treba napomenuti da
klasifikacija atomskog spektra dovodi do spektroskopske notacije u kojoj slova s, p, d, f, g se koriste da
oznace kvantna stanjasal = 0,1l = 1,1l = 2,1 = 3 il = 4. Shodno tome, stanje sal = 0 se zove s-stanje,
stanje sal = 1 se zove p-stanje itd. Kvantni brojevi s i m; se koriste kada se ugaoni impuls odnosi na spin.

Za Cesticu se kaZe da ima spin s kada je intezitet spina S = /s(s + 1)A i ako je z komponenta :
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+s
+(s—1)
+(s—2)

S, =mgh, gdejemg = : (17.3)

—(s—1)
\ =5

Na primer, W bozon je Cestica spina jedansas = 1im; = +1,0,—1, a elektron je €estica sa spinom % sa
s = %i mg = i%. Orbitalni i spin ugaoni impuls mogu da se kombinuju i da daju ukupni ugaoni impuls

nekog inteziteta i z komponentom datom sa :

J=ViG+Dh iJ,=mih (17.4)

, gde u nalelu kvantni brojevi j i m; mogu uzimati cele brojeve ali i polovine celih brojeva :

( +J
+G-1

. _ o1 3 .
]=0,E,1,§,2... lmj=< . (175)

_(]-'_1)
|

Stvarna vrednost kvantnog broja j zavisi od spina i orbitalnog ugaonog impulsa koji se kombinuju. Moze
se pokazati da, kada se kombinuju orbitalni ugaoni impuls sa kvantnim brojem [, sa spinom kvantnog broja
s, moZe nastati nekoliko ukupnih ugaonih impulsa sa kvantnim brojevima :

j=l+s,l+s—-1,..|l—s| (17.6)

Treba primetiti da u principu, dva ugaona impulsa sa kvantnim brojevima j; i j, mogu se iskombinovati da
daju ugaoni impuls sa kvantnim brojem j koji moZe uzeti vrednosti :

j=htinihtiz2—1 .11 —Jjl (1A7.7)

Ranije smo rekli da ugaoni impuls definiSu dva kvantna broja kao fazi vektor. Nejasnoéa vektora nastaje
kada je jedna od Karetzijanskih komponenti jasno definisana, druge dve su neodredene, ali merene
kvantno. Imajuéi u vidu da smo vec¢ nailazili na neodredenost poloZaja, impulsa i energije, onda ni
neodredenost ugaonog impulsa ne bi trebala biti nikakvo iznenadenje. Zaista, neodredenost orbitalnog
ugaonog impulsa se direktno moze pratiti iz neodredenosti poloZaja i impulsa. Ali je iznenadenje da ugaoni
impuls moZe biti samo celobrojni ili polucelobrojni umnozak od #.

MAGNETNI IMPULS

Jednostavan magnetni impuls u klasi¢noj fizici odgovara orbitiraju¢oj naelektrisanoj estici. Ovaj magnetni
impuls je direktno proporcionalan orbitalnom ugaonom impulsu i dat je sa :
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q
=—VL (17.8
p=-5_-L (17.8)
, gde je q naelektrisanje a m masa Cestice. MoZemo proveriti validnost ove relacije posmatranjem cestice

koja se krece kruznom orbitom radijusa r, brzinom v, kao na slici 17.01.

Takva cCestica dovodi do protoka elektri¢ne struje, I, pa tim i
do magnetnog impulsa I A, gde je A povrsina orbite. Posto je
struja jednaka naelektrisanju podeljenom sa periodom orbite
imamo :

L
L=mrxv

qQu _, qrv

H= annr 2

, koja moze biti napisana, koristeéi ugaoni impuls L = mrv,
kao:

2m

Slika 17.01 Kruzno kretanje Cestice

KVANTNI MAGNET

U kvantnoj fizici, magnetni impuls je takode proporcionalan ugaonom impulsu, ali on je sada samo najbolji
fazi vektor, sa preciznim intezitetom i jednom kartezijanskom komponentom. Ovu vezu éemo ilustrovati
posmatraju¢i magnetne osobine elektrona, protona,neutrona i atoma. Magnetne osobine elektrona
proisti€u iz njegovog spina sa intezitetom i z komponentom datim jednacinama :

1/1 _
S = E(E-}‘l)fl lSZ:msfl

, i orbitalnog ugaonog impulsa sa intezitetom i z komponentom datim sa jednacinama :
L=4l(l+1h i L,=mh

Magnetni impuls je dat formulom slicnoj (17.8) uz neznatne modifikacije. Konkretno, z komponenta
magnetnog impulsa usled spina elektrona je :

; e eh
spin
=-2 S,=-2 17.9
l"lZ Zme zZ Zme mS ( )
, i ona usled orbitalnog ugaonog impulsa :
porbit — _ € € 1710
z 2m, ° 2m,

, gde sum, masa i e - naelektrisanje elektrona.
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Primetimo da je magnetni impuls koji poti¢e od spina elektrona duplo veéi od onoga koji potice od
ugaonog impulsa; dodatni faktor 2 je objasnjen Dirakovom funkcijom, talasnom funkcijom za
relativisticku, tackoliku kvantnu cesticu sa polovinom spina. Magnetni impuls atoma potice od
kombinacije spina i orbitalnog ugaonog impulsa elektrona koji se nalaze u njemu, koji mogu biti opisani
kvantnim brojevima j i m;. U slabom magnetnom polju z komponenta magnrtnog impulsa atoma je :

e

atom _ __
g 2m,

eh
Hz Jz=-g mmj (17-11)

e
, gde je J, = m;h z komponenta ugaonog impulsa dok je g numericki faktor oznat pod nazivom Lande g-
faktor. Zapravo, Lande g-faktor za atomsko stanje sa kvantnim brojevima j, [, s je :

JG+1D) -1+ +s(s+1)

g=1+ 255G+ D) (17.12)

Lande g-faktor ima vrednost dva ako je jedini izvor magnetizma u atomu spin elektrona, i vrednost jedan
ako je to orbitalni ugaoni impuls. PoSto m; moZe uzeti 2j + 1 vrednostiizmedu - j i + j, magnetni impuls
atoma ima 2j + 1 komponenti. Jednadine (17.9),(17.10) i (17.11) ukazuju na to da prirodna jedinica za
magnetni impuls povezan sa elektronom je :

h
=9.274-10724T"1 (17.13)
2m,

Up =

Ova fundamentalna konstanta se zove Borov magneton.

Protoni i neutroni za razliku od elektrona su kompozitne Cestice koje se sastoje od kvarkova i gluona. Ovi
. . . - . . .1, 1
konstituenti, prouzrokuju ugaoni impuls sa kvantnim brojevima j = S imp = i;. Z komponente

povezane sa magnetnim impulsom su :

proton __ eh . _ eh
ur = 2.79%mj [ preutron — —1.95%mj (17.14)

, gde je m;, masa protona. Primetimo da je prirodna jedinica za ove magnetne impulse, kao i za magnetne

impulse jezgra koje sadrzi protone i neutrone :

iy = 2 5051072771 (17.15)
N Zmp . .

Ova jedinica se zove nuklearni magneton.

MAGNETNA ENERGUA

Kada se klasi¢ni magnetni impuls p nalazi u magnetnom polju B, on ima energiju orjentacije datu sa :
Emag = —uB  (17.16)

Ako izaberemo da je magnetno polje usmereno u pravcu z ose imamo da je :
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Emag = —1,B  (17.17)

, gde je u, komponenta magnetnog impulsa u smeru z ose, koja moze da uzme bilo koju vrednost izmedu
+u i - u. Znaci za klasi¢an magnet postoji kontinuum energija orjentacije izmedu — uB i +uB. Nasuprot
tome, energija orjentacije kvantnog magneta u magnetnom polju je kvantizovana. Za polje B u pravcu z
ose, ova energija je data sa —u,B, gde je u, sada kvantizovana z komponenta magnetnog impulsa. Na
primer, mozemo iskoristiti jednacinu (17.11) da pokazemo da je magnetna energija atoma u atomskom
stanju sa ugaonim kvantnim brojevima j i m; :

Emag = mjgﬂBB

, gde je up Borov magneton, a g Lande g-faktor. Dakle za datu vrednost j, postoji 2j + 1 magnetnih
energetskih nivoa datih sa :

+jgusB
+(G — DgusB

Emag = . (17.18)

-G —1gugB
\  —jgugB

Kada je j = 1/2 postoje dva energetska nivoa, kada je j = 1 postoje tri energetska nivoa, kada je j = 3/2
postoje cCetiri nivoa itd. Indirektni dokazi za atomske magnetne energetske nivoe su obezbedeni
posmatranjem efekata koje magnetno polje uzrokuje na spektralnim linijama. Magnetno polje deli
atomske energetske nivoe sa datih j na 2j + 1 magnetnih energetskih nivoa sa razli¢itim vrednostima za
m;, i radijativni prelazi izmedu stanja sa razliCitim vrednostima j sada dovode do nekoliko paZljivo
rasporedenih spektralnih linija umesto jedne. Ovaj efekat se zove Zemanov efekat. Medutim, direktan
dokaz kvantizacije magnetne energije je obezbeden Stern-Gerlahovim eksperimentom. U ovom
eksperimentu pojedinacni atomi prolaze kroz neuniformno magnetno polje koje ih razdvaja prema
vrednosti njihovog magnetnog impulsa u datom pravcu. Osnovna Sema ovog eksperimenta je
predstavljena na slici 17.02. Snop atoma prolazi kroz magnetno polje koje se generisSe iz specijalno
oblikovanih polova elektromagneta. Smer magnetnog polja je uglavhom u jednom smeru, recimo u smeru
z ose, ali njegova snaga B(x,y,z) upadljivo raste kako se z poveéava. U ovom polju svaki atom stice
energiju :

Emag (X, Y Z) = —,LLZB(X, Y, Z)

, koja zavisi od z komponente njegovog magnetnog impulsa p, i lokacije u polju. Posto magnetno polje
jako varira u zavisnosti od z, atom skrece pod uticajem sile u z pravcu. Ta sila je data preko jednacine :

 OFnag OB

F= =y —
0z Mz 52
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—— N

opservacioni ekran

A

I

\ paralelan

snop

atoma Magnet

2. f

Slika 17.02 . Sema Stern- Gerlahovog eksperimenta

Ako z komponenta moganrtnog impulsa moZze uzeti bilo koju vrednost izmedu +u i —u, atomski snop bi se
trebao razmazati na ekranu. Ali za realan atom u stanju sa kvantnim brojem j, z komponenta magnetnog
impulsa moze uzeti jednu od 2j + 1 diskretnih vrednosti pa ¢e snop takvih atoma biti podeljan na 2j + 1
snopova na opservacionom ekranu. U svom originalnom eksperimentu Stern i Gerlah su otkrili da da snop
atoma srebra u svom osnovnom stanju, je podeljen na dva snopa na ekranu. Ovo znaci da merena
Kartezijanska komponenta magnetnog impulsa atoma srebra u osnovnom stanju moZe uzeti samo dve
moguce vrednosti i da kvantni brojevi ugaonog impulsa atoma su j = 1/2 i m; = £1/2. Oni su takode
pokazali merenjem udaljenosti dva snopa atoma koji su proizasla iz magneta, da je intezitet magnetnog
impulsa atoma srebra reda Borovog magnetona.

ORBITALNI UGAONI IMPULS

U ovom delu éemo se pozabaviti definisanjem ugaonog impulsa u klasi¢noj fizici uvodeci operator koji
opisuje orbitalni ugaoni impuls u kvantnoj fizici.

Posmatrajmo Cesticu u trenutku t sa vektorom pozicije i impulsom :
r=y2) 1p=(Pnpyp)
Orbitalni ugaoni impuls oko koordinatnog pocetka je dat vektorskim proizvodom :
L=rXp
, koji je vektor sa tri Kartezijanske komponente :
Ly =yp; — 2Dy, Ly = zpx — Xpz,L; = XPy — YDx

, iinteziteta :
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L] = fL§C+L2y+L§

Orbitalni ugaoni impuls u kvantoj fizici je opisan operatorom :

L=fxp=—ikrxVv (17.19)

Ovo je vektorski operator sa tri Kartezijanske komponente :

Z—'h(a a)z_,h<a a>i_,h<a 6)
x = T\Y 5, Zay’y_ P\%ax " %6z) 2T xay Y ox

, koji deluje na talasnim funkcijama koje predstavljaju moguca kvantna stanja Cestice. Kada je poznata
talasna funkcija W(r, t) ocekivana vrednsot ugaonog impulsa se moze izracunati. Na primer, integrali :

(L) = fly* LWd3r i (12)= Jw* Zwdr
, daju ocekivane vrednosti x komponente i njenog kvadrata za orbitalni ugaoni impuls. Kada je talasna
funkcija svojstvena funkcija L, sa svojstvenom vredno$éu L, tj kada je :
LW, t) = L,Y¥(r,t)

, moZe se pokazati da je (L,) = L, i (L2) = L. Ovo implicira da je neodredenost :

ALy = [(L3) = (Ly)?

, jednaka nuli i da svojstvena funkcija reprezentuje kvantno stanje sa preciznim vrednostima za x
komponentu orbitalnog ugaonog impulsa datog preko svojstvene vrednosti L.

UGAONI OBLIK TALASNE FUNKCIJE

Talasna funkcija Cestice moZe imati neogranicen broj ugaonih oblika. Ali svaka talasna funkcija moze biti
izrazena u obliku osnovne talasne funkcije sa jednostavnim ugaonim oblikom. Ova bazna talasna funkcija
se Cesto uzima da bude talasna funkcija sa specificnim osobinama orbitalnog ugaonog impulsa. Prema
tome, mi éemo posmatrati neke talasne funkcije sa jednostavnom ugaonom zavisnoséu i izvoditi zakljucke
o osobinama orbitalnog ugaonog impulsa cestice koju one opisuju. Osobine koje ¢emo istraZivati su :
Sferna simetrija talasne funkcije date sa :

Y0 =R (17.20)

, gde je R(r) svaka funkcija koja se lepo ponasa, r = \/x? + y? + z?2, i talasne funkcije :

x + iy x —1y
) 1/1(1,—1) =R(r)

Y0 = R(T); y Va4 = R(r) (17.21)

Tr r
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Obrazlozenje za oznake (0,0),(1,0) i (1,+1), ¢e postati jasno posto odredimo osobine ugaonog impulsa
za stanja opisana ovom talasnom funkcijom. Raspodela verovatnode pozicije za ove talasne funkcije :

ZZ x2 + 2
|l/J(o,o)|2 =|R(M|%, |1/J(1,o)|2 = |R(7‘)|2r—2, |l/1(1,4_r1)|2 = |R(7‘)|2r—2y

, su prikazane na slici 17.03.

(0, 0) (1,0) (1,£1)

Slika 17.03. Raspodele verovatnoce pozicije talasne funkcije ¥ g 0y, ¥(1,0) | ¥ (1,41)

Primetimo da Cestica opisana funkcijom 1o o) , ima jednake verovatnoce polozaja u kom je moZzemo naci
na celoj sferi radijusa r, dok su u druga dva slucaja neki od regiona favorizovani u odnosu na druge. Da bi
pronasli osobine orbitalnog ugaonog impulsa Cestice opisane sa talasnim funkcijama (17.20) i (17.21) ,
posmatrajmo uticaj operatora ugaonog impulsa datog sa (17.19) na ove talasne funkcije. Prvo razmotrimo

uticaj vektor operatora L na funkciju R(r). Koriste¢i :

- ) ) dR
L=—ihrxV i VR(r) = er -

, gde je e, jedini¢ni vektor u pravcu r, dobijamo :

- dR
LR(r) = —iAr X VR(r) = —ihr X er -

Posto je r X e, = 0, zaklju¢ujemo da je LR(r) = 0. Dakle sferna simetrija talasne funkcije Yo, = R(@)

zadovoljava tri jednacine :

I
o

lep(0,0) = Lxlp(o,o) ) sa Ly
Lyoo = Lybwoo, sal,=0

zzl.l’(o,o) = Lz’l’(o,o) ) sa L, =0
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Ona takode zadovoljava i jednacinu :

LZI/)(O,O) = L2¢(o,o) ’ zal?=0
,gdeje:
=15+ 15+ I
Ove jednacine pokazuju da svaka sferno-simetri¢na talasna funkcija je istovremeno svojstvena funkcija
operatora koji opisuje intezitet i svake od tri Kartezijanske komponente operatora orbitalnog ugaonog
impulsa i da je svojstvena vrednost u svakom slucaju jednaka nuli. Na kraju zakljuCujemo da sve

sfernosimetri¢ne funkcije opisuju Cesticu sa nultim orbitalnim ugaonim impulsom. Sada éemo da
razmotrimo funkciju :

z
1/’(1,0) = R(r) 77

, koja opisuje kvantnu cesticu koju ¢emo najverovatnije naci blize severnom ili juznom polu sfere nego u
ekvatoru, kao na drugoj figuri slike 17.03. Da bi nasli osobine ugaonog impulsa ove Cestice proceni¢emo
uticaj operatora ugaonog impulsa na ovu talasnu funkciju. Dakle :

L <R(r) Z> =zL <R(r)> + R(r) Lz = R(r) Lz

r r r r

, Sto implicira :

- R(r) . _R(r)s o0 a R(r)
Lx¢(1,o) = Lyz = —ih - (yg— Z@)Z = —ih - y
- R() . _R(r)s 0 d R(r)
Ly = Lyz = —ih - (Za— xa)z = +ih X
. R(r) .. _R(r)s 0 0
LZl/}(l,O) = TLZZ = —ih (X@ — a) 7z=0

Prve dve jedna;ine govore da da talasna funkcija ¥4 o) nije svojstvena funkcija Zx ili iy, ali tre¢a jednacina

kaZe da (4 ¢) jeste svojstvena funkcija od L, sa nultom svojstvenom vredno$¢u posto je :
Z21/1(1,0) = LYo zal,=0 (17.22)
Razmatrajuci ¢lanove oblika :
L,z = —ihy,L,y = +ihz,[2z = h?z
Lako je pokazati da je :

z?c’l’(m) = hzl/’(m)
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Slicno lako moZzemo pokazati da vredi :
Zgﬂ/)u,o) = hzl/)(l,o) i Z%111(1,0) =0
Kombinujuéi ove rezultate dolazimo do :
(12 + 12 + L)Y 10y = 20%P(10)  (17.23)

Jednacine (17.22) i (17.23) pokazuju, da je talasna funkcija ¥,y , istovremeno svojstvena funkcija
operatora [? = % + L3 + [, i L, , sa svojstvenim vrednostima L? = 2h? i L, = 0. Dakle, ona opisuje
gesticu inteziteta impulsa L = v2A i z komponente jednake nuli, ali njen orbitalni ugaoni impuls su x i y
pravcu su neodredeni. Jasno, moZzemo da napravimo i druge funkcije koje imaju slicne osobine. Na primer,
ako zamenimo z u izrazu za Y4 ,g sa x ili y dobijamo talasne funkcije :

! X . 14 y
Yag =ROIZ 1 Y =RMOT (1724

Obe ove jednatine opisuju Cesticu sa orbitalnim ugaonim impulsom inteziteta L = v/2h , ali za 1/1{110) , X
komponenta je nula, ay i z komponente su neodredene, dok za 1,[)2’1’0) , Y komponenta je nulaaxizsu
neodredene. Konac¢no, razmotrimo funkciju :

x+i x—1
Y [ l/J(1,—1)=R(7") 4

1/)(1,+1) =R(r)

Tr Tr

, koje obadve opisuju Cesticu Cija je verovatnoca pronalaska veéa na ekvatoru sfere sa slike 17.03 nego na
polovima. Procenom delovanja operatora ugaonog impulsa na funkcije x *+ iy, lako je pokazati da ove
talasne funkcije nisu svojstvene funkcije od L, ili Ey, ali da jesu istovremeno svojstvene funkcije od L, i L?
. Stvarno :

Z21/1(1,+1) = +hPq41) 1 L2¢(1,+1) = +2h21/)(1,+1)

zzl.b(l,—n = —hpa_1) @ LYy = +20%P -1

Istrazujudi osobine ovih jednostavnih talasnih funkcija mozemo ilustrovati tri osnovne osobine orbitalnog
ugaonog impulsa u kvantnoj mehanici :

- Orbitalni ugaoni impuls u kvanntoj mehanici je kvantizovan i prirodna jedinica za ugaoni impuls je

h =1.055-103%*]s
precizno odredimo intezitet i jednu od prostornih komponenti. To je zbog toga Sto komponente
ugaonog impulsa nisu kompatibilne opservable.
- Kvantna Cestica sa specificnim osobinama orbitalnog ugaonog impulsa ima specificnu talasnu
funkciju sa specifiénim ugaonim oblikom. Ako je orbitalni ugaoni impuls nula, talasna funkcija je
sferno simetricna a ako orbitalni ugaoni impuls nije nula, talasna funkcija ima ugaonu zavisnost.
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SFERNI HARMONICI

Do sada smo posmatrali talasne funkcije u funkciji Kartezijanskih koordinata x, y, z. U praksi se cescée
posmatraju talasne funkcije u funkciji sfernih polarnih koordinata, r,0,¢ kao na slici 17.04.

Na slici imamo Kartezijanski koordinatni sistem i

. sferne koordinate za koje vaZe relacije :

X =rsinf cos ¢

y =rsinfsin¢
z=rcosf

Kada je kvantno stanje reprezentovano funkcijom
Y(r,8,¢), zavisnost od 0 i ¢ specificira ugaoni
oblik koji odreduje svojstva orbitalnog ugaonog
impulsa. U stvari, sva svojstva orbitalnog ugaonog

impulsa se mogu opisati koristeéi istovremno
svojstvenu funkciju za L? i L, . Ova svojstvena

- & & w (s ®w & 5 ® &5 B 5 = v =

funkcija ima naziv - sferni harmonici. Oznacava se
e een s sa Yim,(8,¢) i mora da zadovoljava jednacinu

svojstvenih vrednosti :

Slika 17.04 — Kartezijanski i sferni koordinatni sistem
[V, =10+ DAYy, § LYy, = mhYy, (17.25)

, gde kvantni brojevi l i m; mogu uzimati vrednostil = 0,1,2,... am; = —I, ..., [ . Ove svojstvene funkcije
su ortogonalne posto zadovoljavaju uslov :

le*,’m; VimdQ=0 akojel' #1imy+#m (17.26)
, i Cesto se normalizuju tako da je :
f|1q,ml|2d9 =1 (17.27)

U ovim integralima d{} je prostorni ugao :
dQ = sinf dod¢
, @ limiti integracije su od 8=0 do 0=t i $=0 do ¢=2m.

Eksplicitna forma harmonikazal = 0,1l = 1,1 = 2 je data u tabeli 17.01.
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Sferni harmonici u funkciji 6 i ¢ Sferni harmonici u funkciji x, y, z

3 . 3 xtiy
Y =$’—'9il¢ Y =$/— —
1,41 87T51n e 1,41 Py
v, = 5 3 cos? 1 v, = 5 3z%2—7r?
20 = E( cos ) 20= |Ter 72

— ’15 ; _ |15 (x tiy)z
Y41 =+ gsinH cos @ eti® Y11 =7F 8 %
15 ) +2ip 15 xz _yZ i ley
Y42 = e sin“ 8 e+ Y42 = o "

Tabela 17.01
Ako uporedimo ove vrednosti iz tabele sa jednacinama (17.20) i (17.21) moZemo primetiti da vredi :
V(0,0 % Yo,0(6,9)
,kaoidaje:
Ye1,0) X Y1,0(0,0) i Y(q,41) X Yq,41(6, )
Takode moZemo primetiti da sferni harmonici imaju jednostavnu zavisnost od azimutnog ugla ¢ datu sa
Yym, (6, ®) = Fpp (0)e™®  (17.28)

, ali tada 6 zavisnost postaje sve komplikovanija kako [ raste. Ugaoni oblik raspodele verovatnoce pozicije

za Cesticu sa kvantnim brojem ugaonog impulsa [ i m; je dat sa |Yl,ml(6', ¢)|2. Ugaonioblicizal =0il =
1, su prikazani na slici 17.03, a kompleksniji oblicizal = 2 il = 3 na slikama 17.05 i 17.06. Primetimo da
ne postoji zavisnost od azimutnog ugla ¢, ali da zavisnost od 8 postaje kompleksnija kako se I povecava.
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LINEARNA SUPERPOZICIJA

(2,%1) (2,£2)

Sllika 17.05 Raspodela verovatnole pozicije za desticu sa kvantnim brojevima (I,m;):
(2,0),(2,£1),(2,£2)

(3.=2) (3.+3)
Slika 17.06 Raspodela verovatnoce pozicije za Ccesticu sa kvantnim brojevima (I,m;):
(3,0),(3,£1),(3,12),(3,+3)
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Vec ranije smo naglasili da svaka svojstvena funkcija orbitalnog ugaonog impulsa ima specifican ugaoni
oblik. Mi ¢emo sada pokusati da opisemo ove ugaone forme, kompletnim setom ugaonih oblika. Kao
ilustraciju ove ideje, u najjednostavnijem moguéem kontekstu, fokusira¢emo se iskljucivo, za impuls, na ¢
zavisnost talasne funkcije, i potisnuti svaku referencu prema r i 6 koordinati.

Svaka kompleksna talasna funkcija ¥(¢) u intervalu 0 < ¢ < 21 se moZe predstaviti Furieovim redom :

PP = ) cpe™

n
, gde je n ceo broj izmedu —0 i +0, a c, je datsa:

21

e PP (p)dg

Cn ==
"o2m),

Da bi notacija bila u skladu sa notacijom kvantne fizike ovu jednacinu moZzemo napisati na sledeci nacin :

iml¢

V2m

V) = ) CmZm (@) gde je Zy,($) = (17.29)

m

MoZe se pokazati da je bazna funkcija Zml(cl)) svojstvena funkcija za iz sa svojstvenim vrednostima m; .
Dakle jednacina (17.29) je joS jedan primer principa linearne superpozicije u kvantnoj mehanici, u kome
se navodi da je bilo koje kvantno stanje linearna superpozicija drugih kvantnih stanja; u ovom slucaju
linearna superpozicija kvantnih stanja sa odredenim vrednostima za L. Koeficijenti ¢,,, su verovatnoce

amplitude za L, , zato $to je |le|2 verovatnoca da izmerena vrednost z komponente orbitalnog impulsa
bude jednaka m;f. Na sli¢an nacin 8 i ¢ zavisnost bilo koje talasne funkcije moze biti izraZzena preko opsteg
Furieovog reda koji uklju¢uje osnovne funkcije koje su svojstvene funkcije za L? i iz. Ove svojstvene
funkcije formiraju kompletan set trodimenzionalnih ugaonih oblika tako da talasna funkcija ¥ (r, 8, ¢)
moze biti izrazena preko :

l=c0 M=l

YO0 = D > am@im(0,6) (1730)

=0 m=-1

Koristedi ortogonalnost i normalizacione uslove za sferne harmonike, jednacine (17.26) i (17.27) , mozemo
pokazati da koeficijenti ¢; ,,, () koji se pojavljuju u ovom redu, se mogu napisati u obliku :

) = [ Yo 0.000C,0,0)d0 (17.31)

Ovi koeficijenti su verovatnoce amplitude za orbitalni ugaoni impuls, u stvari, verovatnoda da ce se Cestica

pronaci izmedu r i r + dr, sa orbitalnim ugaonim impulsom L = /I(l + 1)A i L, = m;h, koji je dat sa
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|cl,ml|2r2dr. Kao primer uzmimo talasnu funkciju 1/){1_0) datu jednacinom (17.24). Koristeci tabelu 17.01

dobijamo :
, 2n R(r)
Y0 =~ 3 [Y1,41(6, ) + Y1,-1(6, $)]
Posto je ova jednacina linearna superpozicija sfernih harmonika sal=1,m;=+1il=1,m; = —1,

merenja inteziteta i z komponente orbitalnog ugaonog impulsa mogu imati dva moguca ishoda : L = v/2h,
L, =+hiliL = \2h, L, = —h. Posto su magnitude koeficijenata superpozicije isti, obadva ishoda imaju
istu verovatnodu. Linearna superpozicija data jednacinom (17.30) obezbeduje korisnu predstavu talasne
funkcije rasejane cestice. U ovom slucaju funkcija Cim, Se zove parcijalni talas. On mozZe biti
dekomponovan da dolazni i odlazni sferi¢ni talas, a efekti rasejanja izazivaju fazni pomak odlazeéeg talasa.
Analogan fazni pomak smo ranije razmatrali kod jednodimenzionalnog procesa rasejanja, ali u
trodimenzionalnom procesu rasejanja postoji fazni pomak za svaki orbitalni ugaoni impuls.

ATOM VODONIKA

Kao sto solarni sistem obezbeduje prvi znacajan test zakona klasicne mehanike, tako i atom vodonika
obezbeduje test za zakone kvantne mehanike. Atom vodonika je najjednostavniji atom, sastoji se od
jednog elektrona i jednog protona. U prvoj aproksimaciji, jezgro atoma koje ima mnogo ve¢u masu od
elektrona se mozZe smatrati staticnim. Ovo znadi da ¢e razumevanje osobina vodonikovog atoma biti
moguce reSavanjem jedno-Cesticnog kvantno mehanickog problema, problema elektrona u Kulonovom
energetskom polju potencijala :

V(ir)=—

18.1
4meyr ( )

CENTRALNI POTENCIJAL

Pocec¢emo sa razmatranjem opsteg problema cestice u centralnom potencijalnom polju koje slicno kao i
Kulonovo polje zavisi samo od udaljenosti Cestice od fiksnog ishodista. Razmotrimo klasi¢nu ¢esticu mase
m , sa vektorom poloZaja r, impulsa p i orbitalnog ugaonog impulsa L = r X p u odnosu na fiksiranu
centralnu tacku. Ako se Cestica krece u polju centralnog potencijala, na nju deluje sila data sa :

dv
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, gde je e, jedini¢ni vektor u pravcu r. PoSto ova sila deluje duZ radijus-vektora r, obrtni moment Eestice,
N =r X F je nula i Cestica se krece sa konstantnim ugaonim impulsom L. Geometrijske implikacije
konstantnog ugaonog impulsa mogu se razumeti posmatranjem slike 18.01. koja pokazuje vektorski

prostor koji zahvata vektor r u vremenu dt.

L
dA = —dt

2m
Ovo znaci da, kada je wugaoni impuls
konstantan vektor, Cestica se krece u fiksnoj
ravni sa radijus vektorom koji prolazi kroz
oblast konstantnom brzinom L/2m. Impuls
Cestice koja se krece u ravni ima dve nezavisne
komponente koje konvencionalno mozemo

oznaliti kao radijalnu i transverzalnu
komponentu.
dr L
=m—, =—
Pr ac’ Pt

Slika 18.01

Ako kineti¢ku energiju p?/2m napi$emo preko p, i p; dobijamo izraz za konstantnu ukupnu energiju

Cestice :
p? 2
E=-"= 1% 18.2
2m + 2mr? V) ( )

2
Primetimo da energiju Cestice moZzemo posmatrati kao sumu dva clana, radijalne kineticke energije f—; i

efektivne potencijalne energije u formi :

2

V,(r) = +V(@)  (183)

2mr?

Efektivna sila koja odgovara efektivnom potencijalu deluje u radijalnom smeru i ima intezitet :

dv, L? dv
¢ dr  mr3 dr
< L? . mv? . . . - .. N
Clan — koji odgovara — Cesticu koja se kreée brzinom v kruznicom radijusa r sa ugaonim impulsom
LZ

L = mrv reprezentuje centrifugalnu silu. Dakle ¢lan u jednacini efektivhog potencijala (18.3) moze

2mr2
se posmatrati kao centrifugalna potencijalna energija ili kao poprecna kineticka energija. Najvazniji primer

klasi¢nog kretanja u centralnom potencijalnom polju je planetarno kretanje. Planeta mase m krece se oko
Sunca sa gravitacionom potencijalnom energijom :
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GmMO

V(ir)=-—

Planete se oko Sunca krecu po elipti¢nim orbitama, a da mogu da odbacuju visak energije njihovo kretanje
bi postalo savrseno kruzno. Ako bi mogle da uzimaju energiju od Sunca, putanje bi im postale parabole a
pri vecoj akviziciji energije putanje bi postale hiperbole. Planetarno kretanje je predstavljalo prvi
vanzemaljski test zakona klasi¢ne fizike. Klasi¢ni zakoni su uspesno poloZili ovaj test. Orbitalni ugaoni
impuls planete Zemlje je ¢udesnih 3 - 107#h. Atom vodonika obezbeduje drugi primer kretanja u polju
centralnog potencijala jer se elektron naelektrisanja - e kre¢e oko jezgra naelektrisanja +e . Kada elektron
ima ugaoni impuls mnogo veci od #h , klasicha mehanika moZze biti koriSéena da opisSe putanju elektrona
koja je konusni presek. Ali kada je ugaoni impuls komparabilan sa #, mora se koristiti kvantna mehanika i
elektron je opisan kvantnim stanjima neodredenih osobina.

Kvantna stanja Cestice sa centralnim potencijalom su opisana talasnom funkcijom W(r, 9, ¢, t). Mi ¢emo
se ovde fokusirati na kvantna stanja sa jasno definisanom energijom E koja prema ranijim razmatranjima
ima talasnu funkciju u formi :

Y(r,6,¢,t) =yP(r,0,p)e E/M  (18.4)

, gde je (1, 8, ¢) svojstvena funkcija energije koja zadovoljava jednadinu svojstvenih vrednosti :

hZ
[——VZ + V(r)] Y =Ey (18.5)

2m

Ova parcijalna diferencijalna jednacina sa tri nezavisne varijable r, 8 i ¢, moZe biti jako jednostavna ako
pretpostavimo da kvantno stanje ima pored definisane energije i definisane osobine ugaonog impulsa cije
smo tipove obradivali u prethodnom poglavlju. Konkretno, ako pretpostavimo da je intezitet orbitalnog
ugaonog impulsa L = /I(l + 1)h i njegova z komponenta L, = m;h, gde su [ i m; kvantni brojevi koji
mogu uzeti vrednostil = 0,1,2 ...im; = —I, ..., [, svojstvena funkcija ima oblik :

1/1(7", 9' d)) = R(r)Yl,ml (9' ¢) (186)

U ovoj jednacini Yl’ml(e, @) je istovremeno svojstvena funkcija od L? i L, zadovoljavaju jenacinu (17.25) i

R(r) je nepoznata funkcija r. Ako jednacinu (18.6) uvstimo u (18.5) dobijamo :

v2¢_162(r¢) 1[621/1 cos6 0¢ 1 oy

rorz " 72(30% T sine 90 T sin?0 992

2o _p2 0?2 +c0596+ 1 9?2
h 962 ' sin@ A0  sinZ 6 A2

, i takode koristedi jednacinu (17.25) dobijamo sledecu obi¢nu diferencijalnu jednacinu :

h2 d2(rR) (L + 1)A?
2mr dr? 2mr?

+ V(r)] R=ER (187)
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Uvodedi radijalnu funkciju u(r) definisanu sa :

, dobijamo :

B2 d?u [I(L + 1A
2mdr? 2mr?

+ V(r)] u=FEu (18.9)

Ova vaZna jednacina se zove radijalna Sredingerova jena¢ina. Ona opisuje jedna¢inu sa ugaonim impulsom

L = /I(l + 1)h koja se ponasa sli¢no Cestici u jednodimenzionalnom efektivnom potencijalu oblika :

I(1 + 1)h?

Ve(r) = 2mr?

+V(r) (18.10)
Ako uporedimo ovaj potencijal sa analognim efektivnim potencijalom u klasi¢noj mehanici datim
1(1+1)h?

2mr2
kretanjem ili centrifugalni potencijal koji nastaje iz orbitalnog ugaonog impulsa Cestice. Kada reSavamo

jednacinom (18.3), vidimo da prvi ¢lan moze biti kineticka energija povezana sa transverzalnim

radijalnu Sredingerovu jednacinu, trazimo da grani¢ni uslovi u(r) = 0 i r = 0 budu nametnuti da se
obezbedi da funkcija R(r) = u(r)/r, i zbog toga i stvarna trodimenzionalna svojstvena funkcija data sa
(18.6) bude konacna u ishodistu. Dodatno, vezana stanja, koja opisuju Cesticu koja ne moze pobeci u
beskonacnost moraju zadovoljavati grani¢ne uslove :

u(r) > 0zar - o

Vezana stanja postoje samo ako je efektivni potencijal dat jednacinom (18.10) dovoljno privlac¢an. Mi
¢emo oznaciti ova stanja kvantnim brojevima n,. = 0,1,2, ... koji ¢e prikazivati broj nodova radijalne
svojstvene funkcije u(r) izmedu r =0 i r = c0. Ovo znali da vezano stanje Cestice u centralnom
potencijalu moze uvek biti specificirano sa tri kvantna broja n,,, [ i m; i da svojstvena funkcija ima oblik :

unr,l (T)
Tr

Y, m, (1,0, 0) = Yim, (6,¢) (18.11)

Koristeéi normalizacione uslove iz jednacine (17.27) za sferne harmonike, moZemo lako pokazati da
svojstvena funkcija ¥y, ;m,,(r,0,¢) je normalizovana ako radijalna svojstvena funkcija u, ;(r)
zadovojava uslov :

f lun @) [fdr =1 (18.12)
0

Energiju ovih vezanih stanja ¢emo oznacavati sa E;, ;. Razmisljajuci o ovoj energiji kao o sumi tri ¢lana,
prosecne radijalne kineticke energije, prosecne transverzalne kineticke energije i prosecne Kulonove
energije, mozemo videti da stanje sa najvec¢im [ i najve¢im n, ima najvecu energiju. Energija E, ; se

povecava sa [ zato $to prosecna kineticka transverzalna energija data sa :
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- I+ 1)R2
fo U, (1) <W> Up,, dr

, i energija Ey, ;, takode rastu sa n,, posto prosecna radijalna kineti¢ka energija koja je data sa :

o) hZ d2
fo up_ 1 (1) <— ﬁﬁ) Uy, dr

, raste kako broj radijalnih nodova raste.

Pre nego $to uzmemo u obzir eksplicitne jednacine energetskih nivoa svojstvenih funkcija cestica u
Kulonovom potencijalnom polju, podsetimo se kako je dobijane Sredingerova radijalna jednacina.
Krucijalni korak je bio da se dobije kvantno stanje sa odredenim EiL, i L, za €esticu u centralnom
potencijalu. Posto takvo stanje mora postojati, ovaj korak je imao uspesan ishod, pa nas je odveo do
Sredingerove radijalne jednacine, koju smo mogli resiti dobivsi razumne svojstvene vrednosti energije i
svojstvene funkcije. U sustini, E, L, i L, mogu biti uzete kao tri kompatibilne opservable koje na jedinstven
nacin definisu kvantno stanje Cestice u centralnom potencijalu. Dodatno, kvantno stanje Cestice sa
odredenom energijom u centrlanom potencijalnom polju ima i druge opservabilne osobine sa odredenom
vrednoscu. To se zove paritet. Za svojstvenu funkciju sa osobinom :

Y(=r) =+y() (18.13)

, se kaze da ima paran paritet, dok za svojstvenu funkciju sa osobinom :

Y(=r)=—-p@r) (18.14)

, se kaZe da ima neparan paritet.Koristeéi tabelu 17.01 moZemo lako pokazati da svojstvena funkcija
odredenim orbitalnim ugaonim impulsom datim jedna¢inom (18.6) tj. Sa :

1/1(7", 9' d)) = R(r)Yl,ml (9' ¢)

, ima parni paritet kadajel = 0il = 2 i neparni partitet zal = 1. MoZe se pokazati da, generalno, paritet
Cestice u centralnom potencijalnom polju je paran kada je [ paran i neparan kada je [ neparan. Paritet je
jedna on najjednostavnijih opservabli u kvantnoj mehanici, ali poSto ova opservabla nema analogiju u
klasi¢noj mehanici, ¢esto se dozZivljava kao nesto misteriozno. Energija i paritet su kompatibilne observable
kad god Hamiltonijan ostane nepromenjen kada se koordinate podrvgnu refleksiji nad ishodistem. Posto
je ovo tacno za sve Hamiltonijane koji ne ukljucuju slabu nuklearnu interakciju, paritet ima vaznu ulogu u
klasifikovanju kvantnih stanja u atomskoj, nuklearnoj i fizici Cestica.

KVANTNA MEHANIKA VODONIKOVOG ATOMA

U ovom delu ¢éemo da ukratko opisemo vodonikov atom koristeci koristeéi kvantno mehanicke koncepte
koje smo uveli u prethodnom poglavlju. Posto je vodonikov atom esencijalno elektron u Kulonovom
potencijalu koji je centralni potencijal, vezana stanja atoma vodonika se mogu uzeti da imaju odredene
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osobine orbitalnog ugaonog impulsa date sa : L =/I(l + 1)h i L, = m;h. Ova stanja imaju talasne
funkcije oblika :

l'IJnr.l.Tnl(rr 9' d)' t) = wnr.l,mz (T, 6' ¢)e_LEnr'lt/h
,sa

Un,.1 (r)
Tr

l/}nr,l,ml (T‘, 0, ¢) = Yl,ml(er ¢)

, gde je unr‘l(r) svojstvena funkcija data radijalnom Sredingerovom jednacinom (18.9), za elektron u

Kulonovom potencijalu :

2

V(ir)=-
) 4megr

Konkretno, radijalna svojstvena funkcija unr_l(r) je resenje diferencijalne jednacine :

h? d*uy, (1) I(1 + 1)h? e?
2m,  dr? 2m,r? ATreyT

Uy, (1) = Ep, yun () (18.15)

, koja zadovoljava granicne uslove :
Up (1) =0nar=0inar =c (18.16)

Kvalitativne karakteristike energetskih nivoa datuh preko svojstvenih vrednosti definisanih jednadinama
(18.15) i (18.16) mogu se dobiti, razmatrajuci efektivni potencijal koji se javlja u jednacini (18.15) :

2 2
) = I+ Dh e

- 18.17
2m,r? ATyt ( )

Oblik ovog potencijala za elektrone sa razli¢itim vrednostima kvantnih brojeva [ orbitalnog ugaonog
impulsa su prikazani na slici 18.02.

Vidimo da, za nenultu vrednost [, efektivni potencijal je privlacan na veéim r i odbojan na manjim r.
Postavljanjem dV,(r)/dr na nula, moZemo lako pokazati da V, (r) ima minimalnu vrednost za :

Ve(r) =

R —
— 0+ D nar =I(l+1)a, (18.18)

, gde su a, i ER prirodne jedinice za duZinu i energiju u atomskoj fizici, definisane na na sledeci nacin :
Borov radijus :

2
ap = [4”80] A 0529-10-1m (18.19)
0 -_ ez -_ . .

me

, i Ridbergova energija :
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2

Ep = =13.6¢eV (18.20)
8mepay
0.5 . T
% i
§ \—/
o
E —0.5F .
5 (0)
5 L _
—1.5 ' ;
0 5 10 15
Distanca u jedinicama Borovog radijusa

Slika 18.02. Efektivni energetski potencijal I, (r) vodonikovog atoma, za kvantnim brojevima orbitalnog
ugaonog impulsal = 0,1,2,3

Minimum dat jednacinom (18.18) implicira da vezana stanja sa ugaonim impulsom L = /I(l + 1)A imaju
energije negde izmedu E = —ER/l(l + 1) i E = 0. Ona takode ukazuje da prostorna mera vezanih stanja
svojstvenih funkcija je proSirena do velikih distanci kada ugaoni impuls raste. Kada ugaoni impuls u velikoj
meri prevazilazi i, o¢ekujemo mnogo vezanih stanja sa blisko razmaknutim energetskim nivoima koji
odgovaraju kruznim ili elipti¢nim orbitama u klasi¢noj mehanici. Sa slike 18.02 se takode vidi da je efektivni
potencijal potpuno privlacan za elektron sa nultim ugaonim impulsom. U klasi¢noj mehanici takav elektron
prosto gura proton i ne postoje stabilna vezivna stanja. Ali u kvantnoj mehanici takva stanja postoje i sa
nultim ugaonim impulsom, a Cije postojanje moZzemo razumeti preko principa neodredenosti. Princip
neodredenosti govori da elektron lokalizovan u regionu veli¢ine r ima neodreden impuls reda h/r i
proseénu kineti¢ku energiju koja je najmanje reda 12 /2m,r?. Ovo zna¢i da najmanja energija elektrona
sa nultim orbitalnim ugaonim impulsom u regionu veli¢ine r u blizini protona je ugrubo predstavljena
jednacinom :
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h? e?

=~ 7~
2myrs  4meyr

Sa smanjenjem regiona lokalizacije, energija takode opada posto i potencijalna energija opada, ali je na
kraju kineti¢ka energija A2 /2m,r brzo raste. Kao rezultat imamo minimum ukupne energije na :

E~Ep, nar = aqg

Ovaj minimum obezbeduje procenu najmanje moguce energije elektrona sa nultim orbitalnim ugaonim
momentom u Kulonovom polju i ukazuje da postoje kvantna vezana stanja sa energijama u opsegu : E =
ER i E - 0.

ENERGETSKI NIVOI | SVOJSTVENE FUNKCIJE

Energetski nivoi i svojstvene funkcije elektrona vezanog Kulonovim potencijalom, se mogu pronaci
reSavanjem jednacina (18.15) i (18.16). U cilju fokusiranja na fizicke osobine vodonikovog atoma,
razmotriéemo resSenje pre nego pokazemo kako se ono dobija. Elektron sa ugaonim impulsom L =

(1 + 1)Ah u Kulonovom potencijalnom polju ima beskonacan broj vezanih stanja sa energijama datim
izrazom :

Eg

Ep =————0,
T (4 L+ 1)2

san, =0,123 (18.21)

Kvantni broj n,. se zove radijalni kvantni broj. Ovi energetski nivoi su ilustrovani slikom 18.03.

Energija 1=0 1=1 | =2, 1=3 1= 4

Slika 18.03 Energetski nivoi dati jednacinom (18.21)
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Kao $to smo i ocekivali postoje vezana stanja sa nultim i nenultim ugaonim impulsom. Takode se vidi da
su energetski nivoi veoma prostorno bliski za velike vrednosti ugaonog impulsa, to ukazuje na paralelu sa
klasi¢nim kontinuumom energije vezanih stanja. Ono sto je neocekivano je to da mnogi od energetskih
nivoa koji imaju iste vednosti za n, + [ imaju istu energiju. Zbog ove degeneracije, energetsk nivoi
vodonikovog atoma su dati sa :

ER
En=-—3  (1822)

, gde je Ep Ridbergova energija, a n kvantni broj definisan sa :
n=n.+01+1 (18.23)

Ovi kvantni brojevi se zovu glavni kvantni brojevi i mogu uzeti vrednosti n = 1,2,3 ... . Kasnije ¢emo
pokazati da radijalna svojstvena funkcija u,_;(r) ima tri karakteristike :

- Ranije smo pokazali da svojstvena funkcija Cestice u jednodimenzionalnom ograni¢enom
prostoru, sa vezivnom energijom € = h?a?/2m opada eksponencijalno kao e ~**. Na sli¢an nacin,
radijalna svojstvena funkcija elektrona u Kulonovom potencijalnom polju sa vezivhom energijom

_Ep _ R* 1

n?  2mgn2ad

, opada eksponencijalno za veliko r na sledeéi nacin :
-r/nay
unr’l(r) X e
- Imajuéi u vidu prirodu singulariteta na r = 0 za centrifugalni potencijal I(l + 1)A%/2m,r? ,
ponasanje svojstvene funkcije na malim r je odredene orbitalnim ugaonim impulsom i dato je sa
1+1

Up, 1 (1) XT
- Na kraju posto radijalni kvantni broj n,- oznacava broj nodova izmedu r = 0 i r = oo, svojstvena
funkcija u,_,;(r) je proporcionalna polinomu sa n, nula. Ako ovaj polinom oznacimo sa p,,_;(r)

imamo :

Un,1 (r) « Pn,1 )

Kombinujudi ove tri karakteristike, dolazimo do radijalne svojstvene funkcije u obliku :

r

Up, (1) = Np,_(r)rttle mao  (18.24)

, gde je N konstanta koja osigurava da ¢e normalizacioni uslovi (18.12) biti ispunjeni. Eksplicitni izrazi za
radijalne svojstvene funkcije za niske kvantne brojeve ugaonog impulsa [ i niske vrednosti za radijalne
kvantne brojeve n,. su dati u tabeli 18.01.
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Spektroskopska notacija

1s

2s

3s

4s

2p

3p

4p

3d

4d

Tabela 18.01

Tragom zvezda
Radijalna svojstvena funkcija

r

2
u (r)=—( )e‘r/ao
0,0 2 \a

Uy o(r) = \/_ [1 _z (_>] (_O> o—7/2a0

J+5(E) ) |G ere
J— _ | — —le 0
ag 192 \a, ag
—(5) e
— _ —/Zao
Uy 1(r) = e
01(r) =7 6a, \o

up1(r) = 275[ ( )](—O>2e_r/3a0

()_1 5 1 1<r)+1<r)2 (r)z —r/aay
2187776 [3a, "~ 4\ay) T 80\ay) [\ay) €

) -r/3aq

mh

Uy, (r) = —— (
02 81./30a,

-r/4ag

ST RS T2

Da bi bile u skladu sa konvencijama atomske fizike ove svojstvene funkcije su oznacene koristeci

spektroskopsku notaciju. Ova notacija koristi glavni kvantni broj, n =n, + [ + 1 i slovo koje oznacava

vrednost [; slovo s se koristizal =0,pzal=1,dzal =2if zal = 3. Istorijsko poreklo ove notacije

datira iz najranijih dana atomske fizike kada su spektralne linije bile oznacavane sa s za ostra, p za glavna,

d za difuzna i f za osnovna.
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1s radijalna svojstvena funkcija

udaljenost u Borovim radijusima

10
0.5
2s radijalna svojstvena funkcija
1A
—0.5 : : :
0 5 10 15 20
0.5 . . .
3s radijalna svojstvena funkcija
D (\\/
—0.5 ; '
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2p radijalna svojstvena funkcija

3p radijalna svojstvena funkcija

5 10 1

n
[
=

i

4p radijalna svojstvena funkcija

o

10 20 30 40

udaljenost u Borovim radijusima

Slika 18.04. Krive radijalnih svojstvenih funkcija

VELICINE | OBLICI

Velicina i oblik kvantnih stanja atoma vodonika mogu biti odredeni posmatranjem najverovatnijih lokacija

elektrona u atomu. Za stanje sa svojstvenom funkcijom lpnr_l_ml(r, 0, ¢) verovatnoda pronalaska elektrona

na lokaciji (, 8, ) u elementu volumena d3r je :

|1/Jnr,l,ml (rJ 9; (l)) |2d37'

Mi mozemo lako naéi radijalnu distribuciju verovatnoée elektrona. Da bi to uradili iskoristimo da je d3r =
r2drdQ, gde je dQ = sin 8 dfd¢, element prostornog ugla, i izraziti svojstenu funkciju kao :
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nrl( )

l/}nr,l,ml (T‘, 9' ¢) - Yl ,my (9 ¢)

, gde je Yy, (6, @) sferni harmonik koji zadovoljava normalizacione uslove. Verovatnoca pronalaska
elektrona da udaljenosti izmedu r i r + dr od jezgra atoma je :

Zdr |Ylml(9 $)|’da = Juy, ()| dr

unrl( )‘

2
Dakle, radijalni oblik kvantnog stanja je opisan radijalnom verovatno¢om gustine |unT,l(r)| . Radijalna
raspodela verovatnoce za stanjasan, = 1,2,3isal = 0,1 je prikazana na slici 18.05.

04} Is 0.4+ 2p
{]2 B Dz -/\-
0 - - - - 0 - - - -
0 P 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
0.2 0.2
0.15 2s 0.15 3p
0.1 0.1
0.05 ¢ 1 0.05 ¢
0 0 : '
0 5 10 15 20 0 5 10 | 20
0.1] | | | | 0.1]
3s .f.'|.p
0.05 ¢ 1 0.05¢
: N VAV
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Distanca u Borovom radijusu Distanca u Borovom radijusu

Slika 18.05. Radijalna raspodela verovatnoce za 1s, 2s, 3s, 2p, 3p i 4p za vodonikov atom

Primetimo da se radijalni stepen poveéava kako se povedavaju n, i [. Ovo moZe biti potvrdeno
razmatranjem znacenja radijusa stanja sa kvantnim brojevima n,. i [ koji je dat preko jednacine :
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[00)
2
<r>nr,l = J 7’|unr,l(7”)| dr
0
Ovaj integral moze biti resen koriste¢i matematicke osobine svojstvene funkcije unr’l(r), Sto daje izraz:

(M, == BnZ+6n.(1+1)+ 1+ 1)(21+3)]a, (18.25)

N =

, koji eksplicitno pokazuje kako radijalni stepen raste sa povecanjem n,. i l. Koristeci eksplicitnu formu za

Up_1 (1) i Yy4n,(6,$) moZemo proceniti gustinu verovatnoce |l/}nr,l,ml(TJ 9,¢)|2 i istraziti i radijalne i
ugaone oblike stanja vodonikovog atoma sa kvantnim brojevima n,, [, m;. Prvo, primetimo da ugaoni
oblici ne zavise od azimutnog ugla ¢, zato $to prema jednacini (17.28) sferni harmonik Y; , (0, ) ima ¢
zavisnost e!™?® Dakle, raspodela verovatnoce stanja ne zavisi od promena usled rotacija oko z ose. Ovo
znadi da oblik i velicina moze biti u potpunosti odreden prikazom najverovatnije pozicije i preko jedne
vertikalne ravni koja prolazi kroz z osu kao sto se vidi na slikama 18.06 i 18.07.

3p stanje sa m=0 3p stanje sa m=-1ili m=1

Slika 18.06 Oblik i veli¢ina 3p stanja vodonikovog atoma

Na slikama 18.06 i 18.07 vidimo oblik i veli¢inu 3p i 3d stanja atoma vodonika. Stanje 3p na slici 18.06 ima

jedan radijalni nod i ugaonu zavisnost datu sa |Yl’ml (6, c;b)|2 sam; = 0,1, —1. Stanje 3d naslici 18.07 nema

radijalnih nodova i ugaonog oblika stanjasal = 2.
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3d stanje sa m=-2ili m=2

3d stanje sa m=0 3d stanje sam=-1ilim=1

Slika 18.07 Oblik i veli¢ina 3d stanja vodonikovog atoma

RADIJATIVNI PRELAZI

Kada vodonikov atom interaguje sa elektromagnetnim poljem, kvantna stanja sa kvantnim brojevima
n,l,m; generalno vise nisu stacionarna stanja odredene energije, pa se izmedu njih mogu odvijati
radijacioni prelazi u kojima se elektromagnetna energija apsorbuje ili oslobada. Najverovatnija radijativna
tranzicija se zove tranzicija elektricnog dipola. Ona je izazvana interakcijom sa E komponentom
elektromagnetnog polja sa operatorom koji opisuje moment elektricnog dipola, elektron- jezgro sistema.
Operator elektricnog dipola je d = —er, gde je r operator vektora pozicije za elektron u atomu, a
interakcija je data sa:

B =dE (18.26)

U prisustvu ove interakcije, verovatnoca tranzicije izmedu kvantnih stanja sa kvantnim brojeviman;, [;, m;,

ing, lf,mlf je proporcionalna sa :

2
[ i, OB, 7| (1827

MozZemo lako pokazati da tranzicija elektricnog dipola uvek ukljuuje promenu pariteta, tako da integral
u jenacini (18.27) bude jednak nuli i da pocetni i krajnji status ima isti paritet. Ovo ¢emo da pokaZzemo
razmatrajuci efekat promene integracione varijable iz v u - r. Interakcija 17, = —d + E menja znak, ali znak
svojstvene funkcije lpni_li,mli (r)ili l[)nf_lf_mlf (r) je nepromenjen ako svojstvena funkcija ima paran paritet,

odnosno menja znak ako je paritet neparan kao u jednacinama (18.13) i (18.14). Dakle kada obadve
svojstvene funkcije imaj isti paritet, integrant u jednacini (18.27) menja znak kada integraciona varijabla r
se promeni u —r $to znaci da integral mora da bude jednak nuli.
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Takode moZe biti pokazano , konstatacijom da ugaona zavisnost svojstvenih funkcija vj)ni_li_ml_(r) i
L

lpnf,lf,mlf(r) daje sferne harmonike, da integral u (18.27), a samim tim i verovatnoca tranzicije, je nula

osim kada je Al = [y — [; jednako +1 ili -1. To znati da sve tranzicije elektri¢nih dipola u atomu vodonika

takode zadovoljavaju pravilo izbora :
Al=+1 (18.28)

Tranzicija elektri¢nih dipola izmedu nizZih kvantnih stanja vodonikovog atoma je prikazana isprekidanim
linijama na slici 18.08., gde se spektroskopska notacija 1s,2s,2p itd koristi da oznaci nivoe koji odgovaraju
stanjima za razli¢ite vrednosti osnovnih kvantnih brojeva n i kvantnih brojeva orbitalnog ugaonog
momenta [. Na primer, stanju 2s odgovara kombinacijan = 2il = 0, a 2p odgovara kombinacijin = 2
l = 1. Tranzicija prikazana na slici 18.08 moZe biti indukovana ili spontana. Indukovana tranzicija izmedu
stanja sa energijama Ej; i Enf javljaju se kada atom interaguje sa elektromagnetnim poljem koje osciluje

sa ugaonom frekvencijom w koja zadovoljava rezonantne uslove

ho = |En, — Ey|
=0 I=1 1=2 I=3

n=4 g .

1 _,::::._ 3 .-;-;__' 1d
n=73 I35 ,_‘- ;::. Ip " :_'.

2 P “
n=2 = o7 e o
n=1 i

Slika 18.08 Radijativna tranzicija na nizim energetskim nivoima atoma vodonika

Elektromagnetna energija se apsorbuje kada je Enf > Ey, a ako je Ep, > Enf energija se emituje.
Spontanu tranziciju naizgled ne izaziva nista, ali je ona stvarno izazvana interakcijom atoma sa
kvantizovanim radiacionim poljem koje je uvek prisutno, ¢ak i kada je atom potpuno izolovan. Kao rezultat
ove interakcije, atom sa energijom Ey,, se raspada na atom energije Enf uz emisiju fotona energije € =

En, — Enf. Takvi prelazi dovode do spektralnih linija sa talasnom duZinom A datom sa :
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he e (L-1) (1829
I nf2 n? '

Ove linije formiraju seriju linija u ultraljubi¢astom opsegu koja se zove Limanova serija, sa talasnim
duzinama datim sa :

he E <1 1) dej 2,3,4
—=Ey|—=—-—=| gdejen; =234..
A 12 n? :

, i seriju linija u vidljivom delu spektra koja se zove Balmerova serija sa talasnim duZinama datim sa :

hc 1 1 )
i Eg <? - n_12> gde jen; =345 ...
, i druge serije sa vecim talasnim duzinama. Analiza slike 18.08 pokazuje da 2s stanje atoma vodonika se
ne moze raspasti preko radijativnog prelaza elektricnog dipola posto 2s — 1s tranzicija bi mogla narusiti
pravilo Al = +1. U stvari 2s stanje je metastabilno stanje sa dugim Zivotnim vekom, koje se na kraju
raspada na 1s stanje preko mehanizma koji je mnogo manje verovatan od radijativhog prelaza elektricnog
dipola. Dok je srednje vreme spontanog 2p — 1s prelaza 1.6 - 1079 s, srednje vreme spontanog 2s — 1s
prelaza je 0.14s.

EFEKAT REDUKCIJE MASE

Veé smo napomenuli da je masa jezgra atoma vodonika previse velika da bi se ignorisalo kretanje jezgra.
U stvari, ovo kretanje daje povoda da mali ali vazan efekat mozZe biti inkorporiran uvodenjem koncepta
redukcije mase elektron-jezgro sistema. Da bi razumeli redukciju mase u atomu vodonika razmotrimo
klasi¢nu energiju elektrona mase m, i jezgra mase my koji su u interakciji preko Kulonovog potencijala :

p; vy €
E= + -
2m, 2my Ameyr

, gde su p, i py inteziteti impulsa elektrona i jezgra, a r je udaljenost izmedu jezgra i elektrona. U okviru
centra mase, mozemo smatrati da je p, = py = p pa dobijamo jednacinu za energiju u obliku :

2 2

1% e

memy

T 2u 4megr’ gde je ’u_me+mN

Ova jednacina pokazuje da klasi¢an sistem elektron — jezgro u okviru centra mase deluju kao pojedinacna
Cestica mase W Ova masa se zove redukovana masa elektron-jezgro sistema. Na slican nacin, kvantni
elektron-jezgro sistem takode deluje kao pojedinacna cestiva mase p. Ovo znaci da moZzemo kretanje
jezgra uzeti u obzir prostom zamenom mase elektrona sa masom Q. Konkretno, duzZinska i energetska
skala data Borovim radijusom a i Ridbergovom energijom Er se malo modufikuju i postaju :

. [4me1 R m,
a0=[ e? ]727%
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2
¢ _ K
TEYA, M,

, pa se svi rezultati dati jednacinama (18.21),(18.22),(18.24) i (18.25) u tabeli 18.01 i na slikama 18.03,
18.04 i 18.05 modifikuju na ovaj nacin. Ono sto je najvaZnije je da su modifikovani energetski nivoi atoma
vodonika dati sa :

_Er_ ke

= (18.30)

El=—-R
n n?2 m,n?

Efekat reukcije mase atoma vodonika je vidljiv kada se uporede spektralne linije izvornog vodonika sa
linijama teSkog vodonika. Za izvorni vodonik, jezgro je proton sa masom 1836m,, dok je atom teSkog
vodonika deuterijum sa masom 3671m,, a redukcija mase je (3671/3672)m,. Ova malena razlika u
redukovanim masama ova dva atoma dovodi do vidljivih razlika u talasnim duzinama spektralnih linija
emitovanih od strane ovih atoma. Na primer, H,, linija Balmerove serije koja nastaje prelazom iz stanja sa
n = 3 na stanje san = 2 ima talasnu duZinu A datu sa :
hc u 1 1
1 m, R [ﬁ - ?]
Za izvorni vodonik ovo daje A = 656.4686 nm , dok za teski vodonik daje A = 656.2899 nm. U stvari,
Herold Urei je 1934. godine otkrio teski vodonik u eksperimentu koji je pokazao da svaki red Balmerove
serije ima pratecu bledu liniju zahvaljujuc¢i malim primesama teskog vodonika koji je prisutan u izvornom
vodoniku.

RELATIVISTICKI EFEKTI

U ovom delu ¢éemo da pokazemo, da iako dobra aproksimacija da je elektron u vodonikovom atomu
nerelativisticki, da ipak relativisticki efekti dovode do malih ali znacajnih korekcija u energetskim nivoima.
Potvrdi¢emo da je elektron u vodonikovom atomu aproksimativno nerelativisticki preko procene njegovog
prosecnog impulsa. PoSto je neodredenost pozicije elektrona u vodonikovom atomu reda Borovog
radijusa ay, neodredenost u njegovom impulsu, pa dakle i u prose¢nom impulsu je reda p, = A/a,.
Koristedi jenacinu (18.19) imamo :

po = am.c (18.31)
, gde je a bezdimenziona konstanta koju zovemo konstanta fine strukture definisana preko jednacine :

3 e? 3 1
%= 4mehc  137.0359895

(18.32)

Mala numericka vrednost konstante fine strukture ima vazne implikacije u atomskoj fizici. Ona implicira
da atomski elektroni, slicno elektronu u atomu vodonika, imaju impuls koji je mali u poredenju sa m,c pa
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je samim tim nerelativisticka aproksimacija dovoljno dobra. MoZemo proceniti intezitet relativisticke
korekcije za atom vodonika razmatrajudi relaciju izmedu relativisticke energije € i impulsa p elektrona :

€= /mgc“ + p2c?

Ako je p K m, moZemo iskoristiti binomnu teoremu da dobijemo aproksimativni izraz :

2 1 4
€ =myc? + P ——( P ) m,c?
2m, 8\m,c

Prvi ¢lan je energija mase mirovanja, drugi je nerelativisticka kineticka energija, a treci ¢lan je relativisticka
korekcija kineticke energije. Napomenimo da posto je prosecan impuls elektrona u vodonikovom atomu
reda p, = am,c, relativisticka korekcija za njegovu kineti¢ku energiju je reda :

1 p * 2 1 4 2
(Eret) = _g(m C) mec”® = —ga meC (18.33)

e

Korekcije sli¢ne veli¢ine takode nastaju iz interakcije spina magnetnog impulsa elektrona sa magnetnim
poljem, koja je izazvana relativnim kretanjem jezgra i elektrona. Ova interakcija se zove spin-orbita
interakcija. Intezitet spin-orbita interakcije se mozZe proceniti posmatranjem klasi¢nog elektrona koji se
krece oko jezgra na udaljenosti r. Ako elektron ima brzinu v i orbitalni ugaoni impuls L = m,rv, bice mu
potrebno vreme :

2rm 2mm,r?

Ty T L
, da kompletira orbitu. Bas kao $to nam se Cini Sunce obilazi oko Zemlje, tako se i elektronu cini da se
jezgro kreée oko njega na udaljenosti r periodom t. Posto jezgro ima naelektrisanje e, elektri¢na struja
I = e/1 okruZuje elektron pravedi strujnu petlju. Koristeéi standardne formule za magnetno polje u centru
kruzne strujne petlje radijusa r, B = uo1/27 i relaciju c¢? = 1/\/% , dobijamo da elektron oseda
magnetno polje inteziteta :

e

B=—————L 18.34
dmegm,c?r3 ( )
Posto elektron ima spin magnetni impuls :
=-2 ¢ S
h= 2m,
, postoji energija interakcije data sa :
o2
E =—uB=————=L"S
mag # Aegm?Zc?r3
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Ova procena nam daje pravi red inteziteta spin-orbita interakcije. Mnogo pazljivijom kalkulacijom koja
uzima u obzir ubrzanje elektrona uvodi se faktor % Sto daje :

2

e
E =—F L5 18.35
M9 8reomzc?r3 ( )

Kvantitativni efekti spin-orbita interakcije na energetske nivoe vodonikovog atoma mogu biti dobijeni
procenom ocekivanih vrednosti Eyp,q 4. U svakom slucaju dva vaZna aspekta spin-orbita interakcije su :

- Spin-orbita interakcija je zaista relativisticki efekat i ovo moZemo potvrditi tako Sto éemo pokazati
da ona dovodi do korekcije koja je uporediva sa relativistickom korekcijom kineti¢ke energije
datom sa jednacinom (18.33).

1
<Erel> ~ = g 0*'47nec2

Koristedi konstantu fine strukture a datu preko jednacine (18.32) , jednacinu (18.35) moZzemo

napisati u obliku :
h L-S
Emag = angc r3

Za nize energetske nivoe vodonikovog atoma, moZzemo pretpostaviti da je oCekivana vrednost

. LS oy . " .
izraza — reda hz/ag. Ako napiSemo izraz za Borov radijus preko konstante fine strukture :

1 h
ao - —
amec
, halazimo da je energija spin-orbita interakcije za nize energetske nivoe atoma vodonika reda :

(Emag) ~ a4mec2

- Spin-orbita interakcija implicira da kvantna stanja vodoniovog atoma sa odredenom energijom
imaju odredene vrednosti za J?,L2 i §2, gde je ] = L + S, ukupan ugaoni impuls usled orbitalnog
i spin ugaonog impulsa elektrona. Ovo moZzemo potvrditi iz sledecih jednacina :
JJ=L+SL+S)=1>+S?>+2L-S
, Sto pokazuje da je spin-orbita interakcija proporcionalna sa:
J2 -2 — 82

L-S=
2

Kao kvantitativnu ilustraciju kombinovanog efekta relativisticke korekcije kineticke energije i relativisticke
spin-orbita interakcije u vodonikovom atomu, razmotricemo kvantno stanje sa glavnim kvantnim brojem
n = 2. Zbog spin-orbita interakcije, ova stanja ¢e imati odredenu energiju ako imaju odredenu magnitudu
spina, ukupni i orbitalni impuls dat sa

S=sG+Dh, L=ll+Dnri J=iG+Dh

, gde su s, [, j kvantni brojevi. Pravilo za sabiranje spinova i ugaonih impulsa implicira da, generalno j moze
uzeti vrednosti :

j=l+sl+s—-1,..,|l—s]|
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Za atom vodonika stanja sa n = 2, orbitalni kvantni broj [ mozZe biti 0 ili 1. Stanjasan=2sal=0is =
1/2imajuj = 1/2 i oznadavaju se sa 2s;/, ,n = 2stanjasal = 1is =1/2imajuj = 1/2ilij =3/2i
oznaCavaju se sa 2py /, ili 2p3 /, . Ako je spin-orbita interakcija odsutna, sva stanja vodonikovog atoma sa

n = 2 biimala istu energiju :

, gde je Ep Ridbergova energija a a konstanta fine strukture. Kada se relativisti¢ka i spin-orbita korekcija
izraCunavaju koristeci teoriju koja se zove perturbaciona teorija, za ova stanja se nalazi da imaju energije
koje zavise od kvantnih brojeva [, s i j. Ove energije su date preko izraza:

5
E(2s1/,) = E, —aa‘*mecz

5
E(2p1;) = E, —aaz“mec2

1
E(2p3/2) =E, —aoc“mec2

Napomenimo da razlika u energijama 2p, /, i 2p3/, stanja moZe biti verifikovana posmatranjem malih
razlika u talasnim duZinama zraCenja emitovanog tranzicijom 2ps /, = 151/, i 2p1 /2 = 151/5.

IDENTICNE CESTICE

U klasi¢noj fizici se u nacelu moze pratiti kretanje Cestica i znati koja je koja ¢ak i ako su potpuno iste. U
kvantnoj mehanici to nije moguce. Kvantna Cestica sa naodredenom pozicijom i impulsom ne moze da se
prati, i ako su i identi¢ne one su razli¢ite. Ova razli¢itost identi¢nih €estica je fundamentalni princip kvantne
fizike koji nema analogiju u klasicnom svetu. Ovde ¢emo pokazati kako ovaj princip dovodi do vaznog
koncepta razmene simetrija i do klasifikacije kvantnih Cestica u dva tipa koja se zovu bozoni i fermioni.
Ovde éemo primarno pokusati razviti razumevanje identi¢nosti Cestica na primeru dve Cestice, p i g. Sve
osobine takvog sistema mogu biti izrazene preko dvocesti¢ne talasne funkcije ‘P(rp,rq,t). Na primer
objedinjena verovatnoca pronalaska ¢estice p u elementu zapremine d3a na 1, = a, iCestice q u elementu

zapremine d3b , na 7, = b je datasa:
|W(a,b,t)|?d3ad3®p  (19.1)

Kada su cestice identi¢ne, talasna funkcija mora dovesti do identi¢nih osobina svaku Cesticu. U stvari,
raspodela verovatnoce za pronalaZenje Cestice p na a i Cestice g na b, mora biti ista kao raspodela
verovatnoce pronalaZenja Cestice q na a i Cestice p na b. Ovaj zahtev ispunjavaju talasne funkcije koje
zadovoljavaju uslov :
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|W(a b, )| =|¥(b,at)* (19.2)

Kada su ovi uslovi za prihvatljivu talasnu funkciju zadovoljeni, |¥(a, b, t)|>d3ad3b je verovatnoéa da ¢e
se jedna ili druga Cestica naci na a a druga na b. Uslov (19.2) govori da funkcija W(a, b, t) se razlikuje od
funkcije (b, a, t) najvise za fazni faktor, tj mora biti :

W(a,b,t) = e%W(b,at) (19.3)
i

Medutim, fazni faktor e'*® mozZe uzeti samo dve moguce vrednosti. Ovo moZemo pokazati konstatacijom

da zamena a i b u jednacini (19.3) daje :
W(b,a,t) =e%W(a,b,t)
, Sto ako se ponovo iskoristi jednacina (19.3) daje :

W(b,a,t) =ebed W(h a,t)

Ov ajednacina govori da e'%e% mora biti jednako jedinici, tj da fazni faktor moze imati dve vrednosti, +1

ili -1. Dakle talasna funkcija za dve identicne Cestice moze biti ili simetri¢na funkcija :
Y(a,b,t) = +¥(b,a,t) (19.4)

, ili asimetrican funkcija :
Y(a,b,t) = =¥(b,a,t) (19.5)

Za ove funkcije kazemo da imaju definitivhu razmenu simetrije, osobina koja osigurava da se dve Cestice
ne mogu razlikovati.

F1zICKE KONSEKVENCE

Pokazali smo da identi¢ne kvantne Cestice moraju biti opisane talasnim funkcijama koje su simetri¢ne ili
antisimetricne kada se Cestice zamene. Mi ¢emo ovde da pokusamo da sagledamo fizicke konsekvence
ove razmene simetrije razmatrajuéi jednostavan primer dve identicne CcCestice mase m u
jednodimenzionalnom harmonijskom potencijalnom oscilatoru. Pretpostaviéemo da ove Cestice nisu u
direktnoj interakciji sa drugim cesticama tako da je njihov Hamiltonijan operator:

h? 02 h? 0% 1

— 1
H(xpxy) = —s—==—s—=— +smw?x3 + Emwzxg (19.6)

Svaka od ovih ¢estica moZe zauzeti jednocesti¢no stanje predstavljeno svojstvenom funkcijom 1, , sa
. . 1 . . Y
energijama datim sa E,, = (n + E) hw san=0,1,2,3... . Prvo ¢emo da razmotrimo obadve Cestice u

jednocesticnom stanju. Ako ovo stanje ima kvantni broj n, ukupna energija dve Cestice je :
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E=E,+E,=02n+ 1Dnh
, a dvocesti¢na talasna funkcija sa ovom energijom je :

e (xp’ Xq» t) = l/)n(xp)l/)n(xq)e_i(E"+En)t/h (19.7)

, gde je Y, svojstvena funkcija Cestice energije E,, u harmonijskom potencijalnom oscilatoru. Imamo
oznacenu dvocesti¢nu talasnu funkciju sa subskriptom S $to znaci da je ona simetricna u odnosu na
Cesticnu zamenu, Sto dalje znaci da je prihvatljiva funkcija za dve identicne Cestice. Napomenimo da je
nemoguce konstriusati antisimetri¢nu talasnu funkciju ako su obadve cestice u istom jednocesticnom
stanju. Ovo znaci da dve identi¢ne Cestice sa antisimetricnom talasnom funkcijom ne mogu zauzeti isto
jednocesticno stanje. Sada posmatajmo dve identicne Cestice u dva razlicita jednocesti¢na stanja. Kada
Cestice zauzmu stanja sa kvantnim brojevima n i n/, njihova energija je :

E=E,+Ey=n+n"+Dhw
Talasna funkcija za dve razlicite Cestice sa ovom energijom moze biti data u obliku :

{(En+E 1)t

WP (x5, 20, t) = Pn () (xg)e ™ F (19.8)

o) _i(BntE )t
W, (xp, xq, t) = (3 )P (g e h (19.9)

, ili linearnom kombinacijom u formi :
‘P(D)(xp,xq, t) = clll’l(D)(xp,xq,t) + cZ‘PZ(D)(xp,xq,t) (19.10)

, gde su c; i ¢, konstante. Oznaka D se koristi da bi oznacila da ove talasne funkcije se koriste da opisu
razlicite Cestice. Napomenimo da jednacina (19.10) oznacava ¢udnu talasnu funkciju u kojoj obadve
gestice su povezane sa jednogesti¢nim stanjima. Zaista, pod pretpostvkom da su talasne funkcije WP i ¢2
normalizovane, |c;|? daje verovatnodu da je Eestica p u stanju n a €estica q u stanju n’. Posto se kvantna
stanja sa talasnim funkcijama slicnim (19.10) zovu isprepletena stanja, mi ¢emo se pozivati na jednacine
(19.8) i (19.9) kao na neprepletena stanja. Da li se Cestice razlikuju ili ne, da li su prepletene ili ne, kvantna
stanja zavise od procesa koji ih dovode do tih stanja. Talasne funkcije dve identi¢ne Cestice, moraju imati
definisanu razmenu simetrije, i za Cestice sa energijom E,, + E;, ova talasna funkcija je nuzno isprepletena
talasna funkcija. To moze biti simetri¢na talasna funkcija oblika :

1 )
W (20 2) = = [ i Wt (50) + Y (i) BB 1910

, ili asimetri¢na funkcija u formi :

1 )
W (20 ) = = i W (50) = W Y (i BB (1912
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Ove obadve talasne funkcije reprezentuju stanja u kojima je svaka Cestica podjednako povezana sa obadva
jednocesticna stanja. Ove funkcije ¢éemo da iskoristimo da pokaZzemo da razmena simetrije dovodi do
iznenadujudih tendencija identi¢nih Cestica ili da se gomilaju ili da se medusobno izbegavaju. Da bi to
uradili uze¢emo da je x, = x4 = x, i porediti vrednosti talasnih funkcija za razli¢ite i identi¢ne Cestice
kada cestice imaju istu lokaciju x,. Za razli¢ite Cestice sa neisprepletenim talasnim funkcijama (19.8) i
(19.9), dovijamo :

lyl(g) (xo, Xor £) = U, (xo)l/}n,(xo)e—i(En+En,)t/h
Za identicne Cestice sa simetricnom isprepletenom talasnom funkcijom (19.11) dobijamo :
qﬁ(,sz) (Xo» X0 £) = V2 (g )y (g e~ En+Ent )/
, 1 za identiCne Cestice sa antisimetricnom isprepletenom talasnom funkcijom (19.12) dobijamo :
YA (xp,x0,8) = 0

Ove jednacine pokazuju da, ako su sve ostale okolnosti jednake, dve identi¢ne Cestice sa simetricnom
talasnom funkcijom imaju duplo veéu verovatnocu da se nadu na istoj lokaciji, kao i dve razlicite Cestice
sa neisprepletenom talasnom funkcijom, i da dve identi¢ne Cestice sa antisimetri¢cnom talasnom funkcijom
se nikada neée naci na istoj lokaciji. Talasno-mehanicko poreklo ovakvog ponasanja je interferencija, bilo
konstruktivna u simetri¢noj talasnoj funkciji ili destruktivna u antisimetri¢noj talasnoj funkciji. Tendencija
identi¢nih Cestica za zajednistvomili izbegavanjem moze biti ilustrovana paZljivijim razmatranjem primera,
gde Cestica zauzima stanja harmonijskog oscilatora sa n = 0 i n’ = 1. Ako koristimo talasne funkcije iz
tabele 15.1 i koristimo koordinate

Xp +xq

x=xp—quX= >

, dobijamo sledede izraze za simetricne i antisimetri¢ne talasne funkcije (19.11) i (19.12) :

p(s) (x,X,t) = e—x2/4a2Xe—X2/a2e—i(E0+E1)t/h

a2

NICY) (x,X,t) = —x2/4aze—X2/aze—i(E0+E1)t/fl

-1
azﬁxe
Kvadrat modula svake od ovih funkcija daje verovatnocu gustine za Cestice da su razdvojene za x i da je
centar mase lociran u X. Integraljenjem po svim mogucéim vrednostima X, moZemo pronaci verovatnocu
razdvojenosti x. Pravolinijske kalkulacije pokazuju da je verovatnoca razdvojenosti sa magnitudom izmedu
lx]i]x + dx]| :

2 2 2
PO (x)dx = ——e*/20%dx  (19.13)
av2m (
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, za simetri¢nu talasnu funkciju i :

2 x—ze—xZ/Zazdx (19.14)
a\2m a? '

P@(x)dx =

, za antisimetri¢nu talasnu funkciju. Odgovarajuéa verovatnocda za dve razliCite Cestice, sa neprepletenim
talasnim funkcijama, sli¢nim onim datim jednacinama (19.9) i (19.8) je :

PP (x)dx =

! <1 + x—2> e~**/24% gy (19.15)
av2n a? '
Verovatnoce gustina P©) (x), P (x) i P(®) (x) su prikazane na slici 19.01. Levi grafikon prikazuje &estice
koje se gomilaju ako imaju simetri¢nu talasnu funkciju, grafikon s desne strane prikazuje identi¢ne Cestice
koje izbegavaju jedne druge ako imaju antisimetri¢nu talasnu funkciju. Sli¢no ponasanje bi mogli pokazati
za razlicite Cestice ali kada specificni fizicki procesi dovode do formiranja simetricnih ili antisimetri¢nih
prepletenih stanja.

0.8F .

0.6

gustina verovatnoce

gustina verovatnode

1 2

dvotestiéna udaljenost | x|

0.4

(A)

|

dvotestiéna udaljenost | x|

~

L

Slika 19.01 Razdvojenost dve identi¢ne Cestice u jednodimenzionalnom potencijalnom harmonijskom

oscilatoru.
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Treba naglasiti da ove tendencije ka gomilanju ili odvajanju nisu posledice privlacne ili odbojne sile izmedu
Cestica. Zaista, u nasem ilustrativnom primeru, Cestice se podvrgavaju Hamiltonijanu (19.6), u kojem ne
postoji direktna interakcija izmedu Cestica. Ove tendencije su rezultat razmene simetrije koja uvek postoji
za identi¢ne kvantne cCestice.

Takode treba primetiti na slici 19.01, da efekti razmene simetrije postaju manje vazni kako se razdvojenost
Cestica povecava. Ovo ukazuje na Cinjenicu da ako identi¢ne Cestice drzimo razdvojenim one postaju skoro
razlicite.

RAZMENA SIMETRIJE SA SPINOM

Pokazali smo da nemogucnost razlikovanja identicnih cestica dovodi do talasnih funkcija sa odredenom
razmenom simetrije. Ostaje da joS razmotrimo okolnosti pod kojima talasna funkcija postaje simetricnaiili
anti simetri¢na. Ove okolnosti zavise od spina cCestice, ali za razumevanje uloge spina u odredivanju
razmene simetrije, potrebno je da prosirimo nasu predstavu kvantnih stanja tako da uklju¢imo i opis spina
Cestice. Za Cesticu kazemo da ima spin s ako magnituda i z komponenta njenog unutrasnjeg ugaonog
impulsa je data sa :

+s
+(s—-1)

S=4s(s+1h iS, =msh,gdejemg =1

—(s—-1)

\ —s

Na primer, elektron, proton i neutron imaju spin s = 1/2,jezgro deuterijuma %H ima spin s = 1, a jezgro
helijuma *He ima spin s = 0. Prisetimo se da osobine orbitalnog ugaonog impulsa &estice p sa orbitalnim
ugaonim impulsom +/I(l + 1)h mogu biti opisane koristeéi 21 + 1 svojstvenih funkcija Yl,ml(ep,cl)p).

Sliéno sve osobine unutrasnjeg ugaonog impulsa Cestice p sa spinom +/s(s + 1)A mogu biti opisane sa
25 + 1 svojstvenih funkcija xsm (p) sa mg = —s,—s + 1, ..., +s. U stvari, uopsteno stanje spina ima
formu :

S

x(p) = z CmSXs,ms(p)

mg=-s

. 2 , v e L . .
, gde je |cms| verovatnoca da Cestica ima z komponentu spina jednaku mgh. Kada su prostorne i osobine
spina Cestice nezavisne jedne od drugih, kvantno stanje moZemo predstaviti u obliku :

d(p) = Y(1,)x(0)
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Na primer, prvi ¢lan i,b(rp) opisue prostorne osobine cestice koja ima funkciju slicnu vodonikovoj, sa
kvantnim brojevima n, [, m;, a drugi ¢lan y(p) bi moglo biti stanje spina sa kvantnim brojem s = 1/2 i
mg; = + 1/2. Kada je to slu¢aj imamo jednocesti¢no kvantno stanje u formi :

ch,l,ml,mS (p) = wn,l,ml (rp )Xs,ms (p)

Sada moZemo napisati izraz za kvantno stanje koje opisuje prostorne i spin osobine dve identi¢ne Cestice.
Kada obe Cestice zauzmu isto jednocesti¢no stanje, recimo neko sa prostornim i spin kvantnim brojevima
n, l, m;, mg moZzemo konstruisati simetri¢no stanje dve identi¢ne Cestice u formi :

o (p: Q) = q)n,l,ml,ms (p)q)n,l,ml,ms (Q) (19.16)

Ali antisimetri¢no dvocesti¢no stanje za dve identi¢ne Cestice ne moZze biti konstruisano, kada obe cestice
zauzimaju isto jednocesti¢no stanje. Ovo implicira, da kada identi¢ne cestice imaju antisimetri¢nu
razmenu simetrije, dve ili vise ¢estica ne mogu imati isto jednocesticno stanje. Kada su Cestice povezane
sa dva razli¢ita jednocesti¢na stanja moguce je konstruisati i simetri¢no i antisimetri¢cno dvocestic¢no
stanje. Na primer moZemo imati simetri¢no stanje u formi :

1
OOP,D) = = Pnimm, DI Prt (@ + Prtomm (D Pt 1 @] (19.27)

, i asimetricno stanje u formi :

1
10D ».q) = ﬁ [cbn,l,ml,ms (p)q)n’_l’_m;,mg (@) — q)n,l,ml,ms (Q)q)n’,l’_m;,mg (p)] (19.18)

Alternativno, moZemo konstruisati simetricna i antisimetricna dvocesticna stanja kombinacijom
dvocesticnih talasnih funkcija i dvocesti¢nog stanja spina sa odgovaraju¢om simetrijom.

llustrova¢emo ovu proceduru razmatrajuci dve Cestice sa polu-spinom. Stanje spina za dve Cestice sa polu-
spinom, moZe biti ozaceno sa kvantnim brojevima S i Mg, ukazujuéi da magnituda i z komponenta

kombinovanog spin ugaonog impulsa ovog stanja su+/S(S + 1)Aa i Mgh respektivno. Veé smo naisli ranije
na pravila za sabiranje spinova, orbitalnog i spin ugaonog impulsa pojedinacne Cestice. Pravila za sabiranje
dva spina su veoma sli¢na. U stvari, dva spina sa kvantnim brojevima s = 1/2 mogu se kombinovati tako
da daju kombinovani spin sa vrenostima :

s=1il_qig2
2 0T

1—O
=3 5=

N =

Ovo pravilo je samo brz nacin da se kaZe da dvospinsko stanje polu-spinova, les(p) inmS(Q) moze da
2’ 2’

se kombinuje da daje dvocesti¢no stanje spina sa kvantnim brojevima S=1i S=0. Eksplicitno, ako koristimo
jednostavniju notaciju u kojoj Xt oznacimo sa y, kadajem; = 1/2i y_ kada je mg = —1/2, imamo
>

tri simetri¢na stanja spina :

119



Tragom zvezda

xS0, = 2 P)x+ (@)

1
1w, q) = 7 s @x-(@) + x+ (@x-®)]  (19.19)

129 = x-Px-(@)

, koja odgovaraju za S=1, i Mg = +1,0, —1, i jedno antisimetri¢no stanje spina :

1
X w,q) = S @r-@ -2 @r-@) 1920

, Sto odgovara za S=0 i Mg = 0. Ova dvodesti¢na stanja spina, mogu se kombinovati sa dvocesti¢nim
talasnim funkcijama da proizvedu dvocesti¢na kvantna stanja sa odredenom razmenom simetrije. Na
primer, moZemo konstruisati antisimetricno kvantno stanje, za dva elektrona na dva razli¢ita nacina.
Mozemo kombinovati simetri¢na stanja spina sa kvantnim brojevima S=1 i Mg =+1,0,—1sa

antisimetri¢cnom talasnom funkcijom 1,[)(‘4) (rp,rq) sto daje :

®WD(p,q) = @ (1 )xsu (@) (19.21)

, ili moZemo kombinovati antisimetri¢na stanja spina sa kvantnim brojevima S=0 i Mg = 0 i simetri¢nu
talasnu funkciju 1/1(5) (rp,rq) sto daje :

oD (p,q) = PO (1, 1)1y 0,0 (19.22)

Ovaj primer je izabran zbog toga, kako ¢emo kasnije videti, Ssto su kvantna stanja elektrona uvek
antisimetri¢na.

BOZONI | FERMIONI

Prema argumentima prezentovanim u prethodnom delu, kvantno stanje koje opisuje prostorne i spin
osobine identi¢nih Cestica mora imati odredenu razmenu simetrije i postoje dve moguée opcije za ovu
simetriju : simetrija ili antisimetrija. Ali u stvarnom svetu identi¢ne Cestice nemaju slobodu da biraju
izmedu ovih opcija. U realnom svetu postoji dva tipa kvantnih Cestica koje zovemo bozoni i fermioni sa
slede¢im karakteristikama :

- Bozoni su Cestice sa celobrojnim spinom, i sistem identi¢nih bozona mora imati kvantna stanja
koja su simetri¢cna kada se dve Cestice zamene.

- Fermioni su Cestice sa spinom koji je polovina celog broja i sistem identi¢nih fermiona mora imati
kvantna stanja koja su antisimetri¢na kada se dve Cestice zamene.

Ova iznenadujuéa veza izmedu razmene simetrije i spina identicnih Cestica se zove spin-statisticka
teorema. Njene dalekosezne posledice za osobine materije su identifikovane u ranim danima kvantne
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mehanike, a kasnije se pokazala i teorijske konsekvence na relativisticku kvantnu teoriju polja. Posto
elektroni imaju polovicni spin, oni se ne razlikuju na fermionski nacin. Oni nikada nemaju simetri¢na stanja
kao u jednacini (19.17) vedé samo antisimetri¢na stanja prema jednacini (19.18). Ova antisimetri¢na stanja
elektrona, su veoma znacajna za naSe razumevcanje sveta oko nas, posto osobine atoma i materije su
odredene kvantnom mehanikom elektrona. Tri najvaZznije konsekvence antisimetrije elektronskih
kvantnih stanja su sledece. Prvo, jednocesticno stanje moZe biti zauzeto sa vise elektrona,
multielektronsko kvantno stanje moze biti simetri¢no i antisimetricno kada se elektroni zamene. Ova
karakteristika elektrona se zove Paulijev princip iskljuéivosti. Paulijev princip igra odluc¢ujuéu ulogu u
ispoljavanju fizickh i hemijskih osobina elemenata Sto dovodi do razumevanja Periodnog sistema
elemenata. On takode igra kljuénu ulogu u formiranju elektri¢nih i termalnih osobina elektrona i materije.
Drugo, kada je spinski deo kvantnog stanja dva elektrona simetrican, prostorni deo tj. talasna funkcija je
nuzno antisimetricna. Kada je to slucaj, elektroni, slicno kao dve identicne Cestice u harmonijskom
potencijalnom oscilatoru imaju jaku tendenciju izbegavanja. Ova tendencija izbegavanja je iskljucivo
odgovorna za évrsto¢u materije. Cvrstoéa je otpor kompresiji, a izbegavanje identi¢nih elektrona sprecava
i atome da se pribliZzavaju i kompresuju. Trece, kada je stanje spina dvocesti¢nog sistema antisimetricno,
talasna funkcija je nuZno simetricna. U ovom slucaju, elektroni, slicno identi¢nim cesticama imaju
tendenciju gomilanja. Kada se to deSava izmedu susednih atoma, moZe da se kreira kovalentna veza pa se
na taj nacin formiraju molekuli. Protoni i neutroni, slicno elektronima su cestice sa spinom koji je polu ceo
broj. Nemoguénost razlikovanja protona i neutrona ima odlu¢uju¢u ulogu u oblikovanju modela atomskog
jezgra. U ovom modelu, protoni i neutroni zauzimaju jednocesti¢na stanja, ali ova jednocesti¢na stanja
mogu biti zauzeta od viSe protona i neutrona. Na sli¢an nacin, teorijski modeli protona, neutrona i drugih
hedrona, se rukovode idejom da kvarkovi speifi¢nih okusa i boja takode deluju sli¢no sistemu identi¢nih
fermiona sa antisimetricnim kvantnim stanjima. Bozonski nacin nerazlikovanja takode dovodi do vaznih
fizickih fenomena. Posto su bozoni opisani simetricnim kvantnim stanjima, mnogi bozoni mogu zauzeti
isto jednocesti¢no stanje i kada se ovo deSava nastaje kvantno-mehanic¢ko ponasanje na makroskopskom
nivou. Najvazniji primer bozonskog nagomilavanja je koherentna svetlost lasera. Ova koherencija nastaje
posto fotoni, bozoni sa spinom jedan, imaju veliku verovatnocu da poseduju istu energiju i impuls, na isti
nacin kao Sto dve Cestice sa simetricnim talasnim funkcijama imaju veliku verovatnocu da se nadu na istoj
lokaciji. Bozonsko nagomilavanje je odgovorno za superfluidnost tecnog helijuma na temperaturama
ispod 2.2 K. Tecni helijum je sistem slabog interagujuéih atoma helijuma koji se ponasaju slicno bozonima
posto se ti atomi sastoje od *He jezgara sa spinom nula i dva elektrona ¢iji kombinovani spin je takode
nula. Na niskim temperaturama, znacajan deo atoma tecnog helijuma se “kondezuje” u isto najnize
energetsko stanje. Oni formiraju Boze-Ajnstajnov kondezat, u kome atomi imaju funkcije koje su u
konherenciji jedna s drugom, i krecu se kolektivno bez ometanja. Nedavno je skoro Cist Boze-Ajnstajnov
kondezat proizveden od hladnih atoma u magnetnoj klopci. Zaista, 2001. godine Nobelova nagrada za
fiziku je dodeljena Eriku Kornelu, Volfangu Keterlu i Karlu Vimanu za proizvodnju skoro Cistog Boze-
Ajnstajnovog kondezata 1995. godine. Iznenadujuce je da se bozonoliko nagomilavanje takode desSava u
situacijama gde se ocekuje fermionliko ponasanje. To se desava u superprovodnim metalima na niskim
temperaturama, posto parovi elektrona deluju na slican nacin kao neprepoznatljivi bozoni. Ovo se
verovatno desava kada tecni helijum-3 postaje supeprovodni fluid na jako niskim temperaturama.
Helijum-3 atomi su za razliku od obi¢nog helijuma fermioni, posto 3He jezgro ima spin %, ali par helijum-
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3 atoma moZe delovati na slican nacin kao sistem neprepoznatljivih bozona i dovode do koektivnog
kretanja bez ometanja u te¢cnom helijumu-3.

ATOMI

Jednom se Ricard Fejnman pitao, zasto hemicari imaju smesan sistem brojanja. Zaista, umesto 1,2,3,4 oni
broje, vodonik, helijum, litijum, berilijum itd. Razlog je izuzetan. Atom sa Z elektrona je identican svakom
drugom atomu sa Z elektrona. Oni imaju istu veli¢inu, istu jonizacionu energiju, i istu tendenciju
reagovanja i nereagovanja. Atomska istovetnost moze biti oznacena jednim brojem, atomskim brojem Z,
i postoji 100 ili nesto vise razlicitih tipova. Stavise, ova istovetnost je jako otporna. Kada je atom pobuden
zbog sudara sa fotonom, elektronom ili drugim atomom, uvek ce se vratiti u originalno, prvobitno stanje.
Ova istovetnost atoma se ne mozZe razumeti kroz koncepte klasi¢ne fizike. To je osobina kvantnog stanja
sa Z elektrona. Ova esencijalna karakteristika kvantnih stanja mozZe se razumeti kombinacijom, na
aproksimativan nacin, koncepta koji opisuje vodonikov atom i implikacijama koje proisticu iz ¢injenice da
su elektroni fermioni koji se ne razlikuju medusobno. lako moramo da budemo zadovoljni pribliznom
predstavom o kvantnim stanjima atoma sa atomskim brojem Z, ova stanja, u principu, daju kompletan
opis koji je jedinstven za sve atome sa atomskim brojem Z.

Atom sa atomskim brojem Z, sastoji se od Z elektrona, koji se drze zajedno, u potencijalnom energetskom
polju zahvaljujuci Kulonovoj privlacnoj sili jezgra atoma i Kulonovoj odbojnoj sili svakog para elektrona. U
helijumovom atomu na primer, dva elektrona se kreéu u potencijalnom energetskom polju :

2e? 2e? e?

- - +
Amegr,  Amegty  Ameg|n, — 1y

V(r, 1) = (20.01)

, a energetski nivoi i svojstvene funkcije mogu se pronaci reSavanjem jednacine sopstvenih vrednosti :

hZ
_E(V?’ +V2) + V(110 | ¥ (1 1g) = Ep(r75)  (20.02)

Tacno resenje ove jednacine se moZe naci, ali za atome sa viSe elektrona mora se koristiti metod baziran
na metodi koja se zove aproksimacija centralnim poljem. Ovi metodi koje su prvi razvili E.Fermi, D.R.Harti
i L.H. Tomas nas dovode do sledeceg kvalitativhog opisa atomskih kvantnih stanja.

APROKSIMACIJA CENTRALNIM POLJEM

U ovom metodu svaki elektron u atomu se krece nezavisno u centralnom potencijalnom polju zahvaljujuci
Kulonovoj privlacnoj sili jezgra i prosecnom efektu prisustva drugih elektrona u atomu. Ako elektron koga
posmatramo ima koordinatu r,, on Ce videti, kada je 7, veliko, jezgro naelektrisanja Ze, zaklonjeno
unutradnjim elektronima sa ukupnim naelektrisanjem - (Z — 1)e a ofekivana potencijalna energija je
obliku :
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e
Ve(rp) = — prs (20.03)

Medutim, ako je 13, malo elektron vidi ogoljeno jezgro, a ofekivana potencijalna energija je u obliku :

2

Ze
V() = = gy 2009

Ova razmatranja impliciraju da gruba forma centralnog potencijalnog polja za svaki nezavisni elektron u
atomu je sli¢na krivoj (A) na slici 20.01.

potencijalna energija u jedinicama Ridbergove energije

—40 | ] ] ] |

0 0.5 1 1.5 2 2.

udaljenost izraZena u Borovim radijusima

h
(ad

Slika 20.01 Jendostavan model potencijalnog energetskog polja u atomu ugljenika sa atomskim brojem
Z=6.

Na veéim distancama ovaj potencijal se priblizava Kulonovom potencijalu usled tac¢kastog naelektrisanja
e, kriva (B), a na malim rastojanjima se priblizava Kulonovom potencijalu zbog tackastog naelektrisanja
Ze, kriva (C). Veoma pojednostavljen model za ovaj centralni potencijal je da preko jednacina :
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2(rp)e’

4megt,

VA(rp) =— ,gde je Z(Tp) =(Z-1De/*+1 (20.5)

Ova jednacina sa a koje je jednako polovini Borovog radijusa i Z=6 se koristi da se izracuna oblik krive (A)
na slici 20.01. Obzirom na centralni potencijal V(r) mogu se naci nivoi energije i svojstvene funkcije za
svaki elektron u atomu resavanjem jednocesticne jednacine svojstvenih vrednosti energije :

2
[— Zr V2 4 V(r)] () = EY(r)  (20.6)

me

Energetski nivoi za Energetski nivoi za
Kulonov potencijal Vc skriveni potencijal Va
E=0  ———-————— e
E=-9EpR s 2p
ls

E=-36Ep _ls

Slika 20.02. Energije 1s,2s,2p orbitala u ugljenikovom atomu

Ova jednacina je identi¢na sa jednacinom (18.5) koja nam je bila polazna tac¢ka u odredivanju stanja atoma
vodonika. Ovo znaci da svojstvene funkcije za ova jednocesti¢na stanja mogu biti oznacena istim kvantnim
brojevima koriséenim da se oznace svojstvene funkcije vodonikovog atoma : n —osnovni kvantni broj,
kvantni broj orbitalnog ugaonog impulsa [ i m; i kvantni broj spina elektrona mg. Ali za razliku od
vodonikovog atoma, energetski nivoi zavise od dva od ovih kvantnih brojeva, n i [ . Energija ovih nivoa
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moze biti oznacena sa E,;;, ali mi ¢emo koristiti spektroskopsku notaciju 1s, 2s, 2p itd. Takode ¢emo pratiti
konvencije atomske fizike koja upucuje na ova jednocesti¢na stanja kao orbitalna. Efekat zaklanjanja na
energije u orbitama ugljenikovog atoma je ilustrovan slikom 20.02.

Energetski nivoi za 1s, 2s, 2p za nesakriveni potencijal V.(r), je prikazan sa leve strane, a za sakriveni
potencijal V4(r) sa desne strane. Treba primetiti da za sakriveni potencijal, energija orbitala se poveéava
kada se osnovni kvantni broj povecava i da za datu vrednost n, se energija povecava kada kvantni broj
orbitalnog ugaonog impulsa raste. Ovo povecanje sa porastom [ se moZe razumeti prise¢anjem da
efektivni potencijal u radijalnoj Sredingerovoj jednacini ukljuéuje centrifugalni potencijal I(l + 1)h?/
2m,7r2. Podto centrifugalni potencijal postaje sve odbojniji kako [ raste, elektroni sa vec¢im vrednostima [
imaju niZu verovatnocu proboja u blizini jezgra i vecu verovatnodu lociranja na veéim distancama gde je
jezgro sakriveno unutrasnjim elektronima. Neto efekat vedeg [ je slabija privlacna sila jezgra i veca
energija. Svojstvene funkcije ovih orbitala mozZe da se koristi da se konstruiSe aproksimativno multi-
elektronsko kvantno stanje, za atom u celini. Kao $to smo diskutovali u prethodnom delu knjige, kvantna
stanja koja opisuju elektrone koji se ne razlikuju moraju biti antisimetri¢cna kad god se elektroni zamene.
To je jedino moguce postiéi ako su elektroni povezani sa orbitalama u skladu sa Paulijevim principom
iskljucivosti, tj. ne moZe vise od jednog elektrona zauzeti orbitalu sa istim kvantnim brojevima n, [, m;, m,.
Ovo znaci da najvise dva elektrona mogu biti dodeljena 1s orbitali, jedan sa kvantnim brojeviman = 1,1 =
0,m; = 0,my; = 1/2 i drugi sa kvantnim brojeviman = 1,1 = 0,m; = 0,mg; = +1/2 . Kada su 1s, 25, 2p
orbitale u potpunosti zauzete, dodatni elektroni se mogu samo povezati sa orbitalama sa osnovnim
kvantnim brojem n > 2. Ove orbitale imaju vecu energiju i takode ograni¢en kapacitet. Mozemo
ilustrovati kako se koristi ovaj gradivni komplet za atomska stanja koja smo razmatrali u ugljenikovom
atomu koji sadrZi Sest elektrona koji mogu zauzimati energetske nivoe slicne onima prikazanim na slici
20.02. Osnovno stanje je dobijeno dodeljivanjem 6 elektrona orbitalama sa najnizim moguéim energijama,
maksimum dva elektrona mogu imati energiju E; 5, maksimum dva energiju E,5, a minimum energije za
svaki od dva preostala elektrona je E,. Ovo pridruZivanje daje konfiguraciju elektrona (15)%(25)%(2p)*

sa energijom :
E - 2E15 + ZEZS + 2E2p

Prvo pobudeno stanje ugljenikovog atoma se dobija pridruZivanjem samo jednog elektrona 2s orbitali i tri
elektrona 2p orbitali. Ovo dovodi do konfiguracije elektrona (1s)?(2s)(2p)? sa energijom :

E = ZEIS + EZS + 3E2p

Ako energetski nivoi prikazani na slici 20.02 za skriveni potencijal V,(r) se koriste kao vodi¢, energija
osnovnog stanja je —41.1ER, a energija prvog eksitovanog stanja je —40.6ER. Jasno je, stanje visoke
eksitacije (pobudenosti) se moZe dobiti pridruzivanjem vise elektrona (2p) orbitalama ili povezivanjem
elektrona sa 3s,3p,3d, ... orbitalama. U prethodnom pasusu smo moZda dali materijala da se stvori
pogresan utisak da su elektroni u pojedinim orbitalama. To nije slucaj. Posto se svi elektroni u atomu ne
mogu razlikovati, svaki elektron je jednako povezan sa svakom zauzetom orbitalom. U stvari, sli¢cno dvo-
elektronskom stanju, multi-elektronsko kvantno stanje je antisimetri¢no kada se bilo koja dva elektrona
zamene. Takode se moZda stice i utisak da je lako naci centralni potencijal atoma. U stvari, centralni
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potencijal i svojstvena funkcija nezavisnih elektrona su kao pile i jaje. Ne zna se Sta je prvo nastalo. Ovaj
problem moze biti reSen nizom kalkulacija u kojima centralni potencijal dovodi do svojstvene funkcije i
verovatnoce elektrona sto se onda moze koristiti za poboljSanje aproksimacije centralnog potencijala. Na
kraju se dobija centralni potencijal koji tacno opisuje nezavisne elektrone u atomu.

KOREKCIJE APROKSIMACIJE CENTRALNOG POLIA

Postoje dve vaZne korekcije aproksimacije centralnog polja. Prva se odnosi na preostalo elektron-elektron
odbijanje koje nastaje zbog toga $to Kulonova odbojna sila izmedu elektrona u atomu ne moze precizno
opisati centralni potencijal. Druga je zbog spin-orbita interakcije. Ali pre nego sto budemo mogli da
razumemo ove korekcije, potrebno je da razvijemo precizniji opis kvantnog stanja atoma koji uzima u obzir
kako se ugaoni impulsi elektrona u atomu mogu kombinovati. PoSto ugaoni impuls elektrona ima notaciju
koja nije familijarna trebalo bi da se podsetimo nekih osnovnih Cinjenica navodeci neke konvencije o
ugaonom impulsu.

Magnituda i z komponenta ugaonog impulsa mogu imati vrednosti
ViG+Dh i mih
, gde je j kvantni broj koji moZze biti jednak 0, 1/2, 1, 3/2... a m; je kvantni broj koji moZe imati
vrednostij,j—1,...,—].
- Dva ugaona impulsa sa kvantnim brojevima j; i j, mogu se kombinovati da daju ugaoni impuls sa
kvantnim brojem j koji moZe da uzme sledece vrednosti :
j=iitizjitiz— 1.l — el
- U atomskoj fizici se koriste mala slova sa ugaone impulse pojedinaénih elektrona: l i m; za orbitalni
ugaoni impuls, s i mg za spin ugaonog impulsa i j i m; za kombinaciju ova dva. Ali za ugaone
impulse dvaili vise elektrona se koriste velika slova na slican nacin kao i za pojedinacne elektrone.
- Spektroskopska notacija koristi slova s, p, d, f... da oznaci orbitalne ugaone impulse pojedinacnih
elektronasal = 0,1,2,3. Velika slova se na isti nacin koriste da oznace ugaone impulse dva ili vise
elektrona.

Sa ovom pripremom mozemo da opiSemo kako se mogu kombinovati ugaoni impulsi elektrona u atomu.
Dva nacina kombinovanja se koriste u atomskoj fizici. Oni se zovu L-S spoj (takode ima naziv i Rasel-
Sanders spoj) , i j-j spoj. U L-S spoju orbitalni ugaoni impulsi elektrona se spajaju da bi dali kombinovani
orbitalni ugaoni umpuls opisan kvantnim brojem L, i spin ugaoni impuls elektrona se spaja da daje spin
ugaoni impuls opisan kvantnim brojem S. Ovi kombinovani spin i ugaoni impulsi se kombinuju da daju
ukupni ugaoni impuls opisan kvantnim brojem J. U j-j spoju, orbitalni i spin ugaoniimpuls svakog elektrona
se kombinuju da daju kombinovani ugaoni impuls opisan kvantnim brojem j. Kombinovani ugaoni impuls
svakog elektrona se tada spaja da bi dao ukupni ugaoni impuls opisan kvantnim brojem J. Spoj L-S je
mnogo ceséi kada je preostala elektron-elektron odbojnost vec¢a od spin-orbita interakcije, dok je j-j spoj
¢eséi u obrnutoj situaciji. U stvari, j-j spoj se koristi za atome sa veé¢im atomskim brojevima dok se L-S spoj
koristi za atome sa manjim atomskim brojevima. Ovde ¢emo ilustrovati osnovnu ideju razmatranjem kako
L-S spoj moZe biti iskoriséen za opis ugljenikovog atoma. Fokusiraéemo se na niZa kvantna stanja sa
konfiguracijom elektrona (1s)2?(2s)?(2p)2. Kao $to smo ranije naglasili ova kvantna stanja moraju biti
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antisimetricna kada se elektroni zamene. Dva elektrona na (1s) orbitali, koja nuzni imaju simetricnu
talasnu funkciju, su u antisimetricnom kvantnom stanju ako imaju antisimetricno stanje spina. Takvo
stanje spina ima nula spin. Dakle, pored toga sto je orbitalni ugaoni impuls nula, dva (1s) elektrona imaju
kombinovani spin ugaoni impuls jednak nuli. Isti slucaj je i sa dva (2s) elektrona. Dva elektrona u (2p)
orbitali, svaki sa kvantnim brojem orbitalnog ugaonog impulsa [, mogu imati kombinovani orbitalni ugaoni
impuls sa kvantnim brojem L koji moZe uzeti vrednosti 2, 1, 0 i kombinovani spin ugaoni impuls sa
kvantnim brojem S koji moze uzeti vrednosti 1, 0. Kao $to smo ranije pokazali stanje spina sa S=1 je
simetri¢no dok je to stanje sa $S=0 antisimetri¢no. MoZe se takode pokazati da razmena simetrije talasnih
funkcija orbitalnih ugaonih impulsa je simetri¢na za L=2 , antisimetri¢na za L=1 i simetri¢na za L=0. Dakle
prihvatljivo kvantno stanje sa antisimetricnom razmenom simterije za dva (2p) elektrona jedino postoji
ako kvantni brojevi spina i orbitalnog ugaonog impulsa Si L se nadu u jednoj od kombinacija :

HS=1,L=1 (i)S=0,L=2 (iii))S=0,L=0

Ova stanja se ¢esto oznacavaju spektroskopskom notacijom 3P, 1D i 1S, gde P oznacava L=1, D oznadava
L=2 i S oznacava L=0, a superskript oznacava broj mogucih vrednosti z komponente spina, 25+1. Posto
takode postoji 2L+1 mogucih vrednosti za z komponentu orbitalnog ugaonog impulsa postoji 3 x 3 3P
stanja, 1 X 51D stanja i 1 x 11§ stanja, dajuéi ukupno 15 mogucih stanja sa kombinacijom elektrona
(15)%(25)%(2p)?. Ako su svi elektroni u atomu stvarno preseljeni u centralni potencijal svih 15 stanja bi
moglo imati istu energiju :

E = 2E15 + ZEZS + 2E2p

Ali ova degeneracija se ne deSava zbog toga Sto nisu svi efekti elektron-elektron odbijanja ukljuceni u
centralni potencijal. Postoji preostalo elektron-elektron odbijanje koje izaziva kvantna stanja 3P, 1D i 1S
da imaju razlicite energetske nivoe kao na slici 20.03. Ove energetske razlike nastale zbog efekta
preostalog elektron-elektron odbijanja su razlicite u talasnim funkcijama sa razlicitom razmenom simetrije
i razli¢itim orbitalnim ugaonim impulsom. Pored zaostalog elektron-elektron odbijanja i spin-orbita
interakcija takode ima efekta na energetske nivoe atoma. To dovodi do fine strukture u kojoj energija
zavisi, ne samo od konfiguracije i od vrednosti L i S, ve¢ i od vrednosti kvantnog broja ukupnog ugaonog
impulsa J, koji moZe uzeti vrednosti :

J=L+S, J=I|L-S5]

Na primer, ako posmatramo 3P stanje ugljenikovog atoma moZemo upariti orbitalni i spin ugaoni impuls
sa L=1 i S=1, da daju stanje sa ukupnim ugaonim impulsom J jednako 2, 1 ili 0 . Ova stanja se Cesto
oznadavaju sa 3P,, 3P, i 3P, , gde subskript ozna¢ava vrednost kvantnog broja J i oni imaju neznatno
razli¢ite energije $to je ilustrovano sa desne strane slike 20.03. Energetski nivoi D i 1S stanja nisu
podeljeni preko spin-orbita interakcije, posto je samo jedna vrednost J moguca za ova stanja, J=2 i J=0,
respektivno. Da sumiramo, diskutovali smo o tome kako atomi ugljenika mogu biti opisani sa ve¢om
precizno$c¢u. U prvoj aproksimaciji energija nivoa je odredena preko konfiguracije elektrona koja opisuje
nezavisne elektrone u centralnom potencijalnom polju koje reprezentuje Kulonovo privlacenje jezgra i
prosecan efekat odbijanja elektrona u atomu.
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(1) (2) (3)
1g 1S,
I A
1.4eV
Y
1.3eV 3P,
3]3'] 3.4 meV
(1s)2 (2s)2 (2p)? Py 3p, 2.0meV

Slika 20.03. Tri aproksimacije za niZe nivoe ugljenikovog atoma. 1. Jedinstveni nivo dat konfiguracijom
elektrona (15)%(2s)?(2p)?, 2. Tri nivoa podeljena zaostalim elektron-elektron odbijanjem 3. Pet nivoa
zavisnih od spin-orbita interakcije

U drugoj aproksimaciji energija postaje zavisna od preostalog elektron-elektron odbijanja i nivoi se
oznacavaju sa kvantnim brojevima orbitala i spina, LiS. U trecoj aproksimaciji nivoi zavise i od spin-orbita
interakcije.

Na krjau napomenimo da vecina naseg znanja o energetskim nivoima je izvedena iz spektralnih linija koje
nastaju kada se deSavaju radijativni prelazi izmedu energetskih nivoa. Najverovatnija tranzicija za emisiju
ili apsorpciju u vidljivom i ultraljubi¢astom opsegu spektra je tranzicija elektricnog dipola, koju smo opisali
u diskusiji o atomu vodonika. Za atome kompleksnije od vodonikovog atoma, selekciona pravila za
tranziciju elektricnog dipola se komplikuju kada je Al = +1 . Promena u ukupnom kvantnom broju
ugaonog impulsa, A] = Jf — J; pokorava se pravilu :

Al =0,+1, ali J; =0 — Jg = 0je striktno zabranjeno (20.7)
Kada L-S spoj pruza tacan opis kvantnog stanja sledeca pravila se takode moraju postovati :

AL=0,41 i AS=0 (20.8)
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Postoji i dodatno selekciono pravilo : Paritet atomskog stanja se mora promeniti tranzicijom elektricnog
dipola. Paritet je odreden ponasanjem kvantnog stanja kada se sve koordinate preslikaju preko
koordinatnog pocetka. Ako je stanje nepromenjeno ono ima parni paritet a u suprotnom slucaju neparan
paritet. Kao Sto je ranije navedeno paritet jedno-elektronskog stanja je paran kada je kvantni broj
orbitalnog ugaonog impulsa paran i neparan u suprotnom slucaju. U opstem slucaju, ako stanje atoma
ima konfiguraciju (n,l;)(n,l,) ... (nzl;) , njegov paritet je paran ako je suma kvantnih brojeva orbitalnog
impulsa l; + [, + -+ + [; parna i neparan ako je ova suma neparna.

PERIODNI SISTEM ELEMENATA

Atomi sa razlicitim atomskim brojevima Z imaju razli¢ite hemijske osobine, ali ove osobine variraju
periodi¢no sa Z. Na primer, litijum, kalijum, natrijum i rubidijum sa Z=3,11,19 i 37 se zovu alkalni metali
posto imaj slicne osobine metala. Fluor, hlor i brom sa Z=9,17 i 35 respektivno, se zovu halogeni posto
imaju sli¢éne reaktivne osobine. Helijum, neon, argon i kripton sa Z=2, 10, 18, 36 se zovu plemeniti gasovi
posto imaju malu tendenciju za rekacijom. U stvari svaki hemijski element pripada grupi elemenata sa
slicnim osobinama i svaka od ovih grupa sadrzZi elemente sa jasno definisanom sekvencom atomskih
brojeva. Kvantna mehanika obezbeduje fizicka objasnjenja zasto osobine hemijskih elemenata variraju
periodi¢no. Samo dve kvantno mehanicke ideje su uklju¢ene. Prva je da svaki elektron u atomu zauzima
jednocesticno stanje ili orbital, odredene energije. Druga je da elektroni zauzimaju ova stanja u skladu sa
Paulijevim principom iskljucivosti. Orbitali koje zauzimaju elektroni u atomu, imaju energetske nivoe koji
zavise od vrednosti atomskog broja Z; sa manjim varijacijama za atome sa atomskm brojevima ve¢im od
20, sekvenca energetskih nivoa je ista za svaki atom. Ova sekvenca je prikazana na slici 20.04. Treba
napomenuti da kao na slici 20.02. energija orbitala raste kada osnovni kvantni broj n raste, i da za datu
vrednost n energija raste kada kvantni broj orbitalnog ugaonog impulsa raste. Vazna kosekvenca rasta
energije sa [ je da orbitale razlic¢itih vednosti n mogu biti bliske. Konkretno, 3d i 4s nivoi energije su bliski,
4d i 5s takode kao i 4f, 5d i 6s. Imajuci u vidu niz energetskih nivoa prikazanih na slici 20.04. i ogranicenje
nametnuto Paulijevim principom iskljucivosti, moZzemo napisati konfiguraciju elektrona za svaki hemijski
element. Za niZe energetske nivoe prvih 30 hemijskih elemenata, konfiguracija elektrona je data u tabeli
20.01, zajedno sa njihovim jonizacionim energijama. Ove tabele pokazuju kako u atomima sa mnogo
elektrona, u njihovim osnovnim stanjima, postoji specifian set zauzetih orbitala. PoSto orbitale sa veéim
energijama imaju znacajno prostorno izduZenje, atomi imaju nekoliko ljuski naelektrisanja. Na primer,
atom argona, za Z=18, ima K ljusku formiranu zauzimanjem 1s orbitale, L ljuska se formira zauzimanjem
2s i 2p orbitala, a M ljuska se formira zauzimanjem 3s i sp orbitala. Kako se pomeramo kroz tabelu na dole,
periodi¢no nailazimo na atome sa zajedni¢kim osobinama njihovih najslabije vezanih elektrona. Ono sto
je najvaznije, sre¢emo na, Z=2,10,18 , helijum, neon i argon, sa popunjenom ljuskom. To su vrlo tesno
vezani sistemi malih veli¢ina i visokh energija jonizacije. Oni se veoma tesko pobuduju, minimalna
eksitaciona energija za helijum je 20 eV, 16 eV za neon i 10 eV za argon. Ovi atomi su hemijski skoro inertni.
Na Z=3,11,19 nailazimo na litijum, natrijum, kalijum, koji imaju atome sa ispunjenim ljuskama i jedan slabo
vezan elektron. Ovi atomi se zovu alkalni metali i lako interaguju sa drugim atomima prenoseci im slabo
vezani elektron ili valentni elektron. Za Z=9 i 17 nailazimo na fluor i hlor kojima je potreban jedan elektron
da formiraju ispunjenu ljusku. Ovi atomi imaju visoku jonizacionu energiju ali su reaktivni posto je akvizicija
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elektrona energetski povoljna, energija oslobodena vezivanjem elektrona, elektronski afinitet je 3.5 eV za

fluori 3.6 eV za hlor.

Is (2)

5£(14)  6d (10)  7s (2)
6p (6)
4F (14) 5d (10) 65 (2)

Sp (6)
4d (10) 35s(2)

dp (6)

3p (10)  4s (2)

3p (6)
35 (2)

2s (6)

Slika 20.04. Sematska predstava sekvence energetskih nivoa elektronskih orbitala u atomu.

Napomenimo na kraju da periodi¢nost u periodnom sistemu elemenata postaje ponekad neregularna za

atome sa vecim atomskim brojevima. Ovo ponasanje se pocinje ispoljavati za Z=19, posto 3d i 4s

energetski nivoi su veoma bliski jedan drugom za neke vrednosti Z, 3d je veéi od 4s za neke Z a opet za

neke druge nije, kao Sto se to vidi iz tabele 20.01 za atome kalijuma i cinka.
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Element

Vodonik
Helijum
Litijum
Berilijum
Bor
Ugljenik
Azot
Kiseonik
Fluor
Neon
Natrijum
Magnezijum
Aluminijum
Silicijum
Fosfor
Sumpor
Hlor
Argon
Kalijum
Kalcijum
Skandijum
Titanijum
Vanadijum

Hrom

Oznaka

H
He
Li

Be

Ne
Na
Mg
Al

Si

Cl

Ar

Ca
Sc
Ti
Va

Cr

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24
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Konfiguracija elektrona
(1s)
(1s)?

(1)%(2s)

(1s)%(2s)?
(1)%(2s)*(2p)
(15)%(25)%(2p)?
(15)%(25)%(2p)?
(1s)(2s)*(2p)*
(1)%(25)*(2p)°
(15)%(25)*(2p)°

(15)%(25)%(2p)°(3s)
(15)%(25)%(2p)°(3s)?
(15)%(25)%(2p)°(35)*(3p)
(15)%(25)%(2p)°(35)*(3p)?
(15)%(25)*(2p)°(35)*(3p)?
(15)%(25)*(2p)°(3s)*(3p)*
(1)%(25)*(2p)°*(35)*(3p)°
(15)%(25)%(2p)°(35)*(3p)°
(15)%(25)%(2p)°(35)*(3p)°®(4s)
(15)%(25)%(2p)°(35)*(3p)®(4s)?
(15)%(25)%(2p)°(35)*(3p)°(3d) (45)?
(15)%(25)%(2p)°(35)*(3p)°(3d)* (4s)?
(15)%(25)%(2p)°(35)*(3p)°(3d)* (4s)?

(15)%(25)%(2p)°(35)*(3p)° (3d)° (43)

E; eV
13.6
24.6
54
9.3
8.3
11.3
14.5
13.6
17.4
21.6
51

7.6

8.1
10.5
104

13
15.8

4.3

6.1

6.8
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Mangan Mn 25 (15)2(25)%2(2p)°(35)%(3p)°(3d)°(4s)? 7.4
Gvoide Fe 26 (15)%(25)%(2p)®(35)?(3p)®(3d)®(4s)? 7.9
Kobalt Co 27 (15)%(25)%(2p)®(35)?(3p)®(3d)7 (4s)? 7.9
Nikl Ni 28 (15)%(25)%(2p)®(35)?(3p)°(3d)®(4s)? 7.6
Bakar Cu 29 (15)2(25)%(2p)®(35)%(3p)® (3d)1° (45) 7.7
Cink Zn 30 (15)2(25)%(2p)®(35)?(3p)®(3d)10(45)? 6.7

Tabela 20.01. Konfiguracija elektrona i jonizaciona energija prvih 30 elemenata periodnog sistema
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